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RESUMO

O presente estudo relata os resultados de uma pesquisa qualitativa cujo objetivo era
investigar quais processos mentais podem intervir e ser combinados por alunos no

X
desenvolvimento de atividades envolvendo a expressao F(x)= Jf(t)dt. Além disso,
a

verificar se esse tipo de atividade favorece a compreensdo das ideias centrais
envolvidas no Teorema Fundamental do Calculo. A pesquisa fundamentou-se no
estudo de Tommy Dreyfus intitulado Processos do Pensamento Matematico
Avancado. O instrumento de pesquisa foi elaborado, aplicado e analisado, utilizando
algumas fases da Engenharia Didatica. Os catorze participantes deste estudo eram
alunos do curso Licenciatura em Matematica de uma universidade particular da
cidade de Sédo Paulo. A andlise dos protocolos dos estudantes indica que os
processos do PMA mobilizados foram: visualizagao, representacdo e mudanca entre
diferentes representacoes, intuicao, definicdo, descoberta, validacao, generalizacéo,
sintese e abstracdo. O que possibilitou que muitos dos participantes conjecturassem
que a derivacao e integracao sao operagdes inversas uma da outra. Os resultados
da pesquisa explicitaram que um trabalho desta natureza muito contribui para que os
alunos se apropriem de inter-relacées entre conceitos envolvidos no Teorema

Fundamental do Calculo.

Palavras-Chave: Teorema Fundamental do Calculo; Processos do Pensamento
Matematico Avancado; Inter-relacdo entre Derivada e Integral; Ensino e
Aprendizagem do Calculo.



ABSTRACT

The present study relates the results of a qualitative research that aimed to
investigate which mental processes may intervene and be combined by students in

X
the development of activities involving the expression F(x):ff(t)dt. The research
a

was based on the study titled Advanced Mathematical Thinking Processes of Tommy
Dreyfus. The survey instrument was developed, implemented and analyzed using
some phases of Didactic Engineering. The fourteen participants in this study were
students of private university’s math course in Sao Paulo city. The analysis of the
student’s protocols indicates that the following processes were mobilized:
visualization, representation and switching representations, intuition, definition,
discovery, validation, generalization, abstraction and synthesis. This allowed many
students to conjecture that the derivation and integration are inverse operations of
each other. The results of the survey explained that a work of this nature contributes
greatly to students to take ownership of interrelationships between concepts involved
in the Fundamental Theorem of Calculus.

Keywords: Fundamental Theorem of Calculus, Advanced Mathematical Thinking
Processes, Interrelationship between Derivative and Integral, Teaching and Learning

of Calculus.
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APRESENTACAO

Este trabalho partiu da preocupacdo em minha pratica docente com a
dificuldade encontrada pelos alunos na disciplina de Calculo Diferencial e Integral
(CDI) cujos principais conceitos abordados sao: derivada e integral. Enquanto a
primeira esta relacionada a determinacdo de retas tangentes, a segunda, com o
calculo de éareas.

Na tentativa de resolver estes dois problemas, aparentemente nao
relacionados, Newton e Leibniz, estabeleceram, em estudos distintos, que a
derivacdo e a integracdo eram operacgdes inversas uma da outra. Este resultado é

conhecido hoje como o Teorema Fundamental do Calculo (TFC).

Sendo assim, o TFC foi escolhido como tema deste trabalho por relacionar os
principais conceitos do Calculo. Esta pesquisa busca investigar quais processos
mentais intervém e sao combinados na resolugcdo de atividades que buscam

ressaltar as ideias centrais deste teorema.
Para tanto, este trabalho esta dividido em quatro capitulos descritos a seguir.

No primeiro capitulo, é apresentada a problemética relativa a importancia da
disciplina CDI e a dificuldade dos alunos, resultando em elevados indices de

reprovacao; também é apresentada a questao de pesquisa.

No segundo capitulo, subdividido em quatro partes, sao exibidas as
fundamentacbes matematicas e tedricas utilizadas nesta pesquisa. Na primeira, é
feita um introducéo as somas de Riemann; na segunda, € mostrada a definicdo de
integral definida; na terceira, o TFC é enunciado e provado; e na quarta, é
apresentada a fundamentagcdo teérica baseada nos Processos do Pensamento
Matematico Avancado (PMA) de Tommy Dreyfus.
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No terceiro capitulo, sdo registrados os procedimentos metodolégicos, os
sujeitos de pesquisa, a elaboragao e analise a priori do instrumento de coleta, bem

como a descricdo da realizacdo dos experimentos.

No quarto capitulo, os dados obtidos neste estudo sdo descritos e analisados,
identificando quais processos do PMA foram utilizados pelos participantes na
resolucao das atividades propostas.

Finalmente sdo apresentadas as consideracdes finais da pesquisa e as
referéncias bibliograficas, além do anexo contendo o questionario entregue aos

alunos.
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1. INTRODUCAO

No ensino superior, a disciplina de Calculo Diferencial e Integral (CDI) faz
parte da grade curricular dos cursos de Ciéncias Exatas e de alguns cursos de
outras areas. E ministrada nos semestres iniciais de cada curso e os principais
conceitos abordados, derivada e integral, possuem aplicacdes nas mais variadas

areas do saber.

A derivada permite estudar a taxa de variacdo de uma funcdo e esta
relacionada com a inclinacédo da reta tangente ao gréafico. A ideia fundamental é que,
localmente, uma funcdo pode ser aproximada por uma reta, o que permite fazer

aproximacoes locais.

A integral refere-se a soma de infinitésimos e permite o calculo de éareas,
volumes, comprimento de arco, trabalho, massa etc. Tais conceitos sdo utilizados

em diversas disciplinas.

Dessa forma, o CDI aparece como uma disciplina basica, integradora e
fundamental para diversos cursos. Entretanto, o desempenho dos alunos em CDI

tem se mostrado insatisfatério, o que revela uma situacao, no minimo, problemaética.

Sendo assim, o0 ensino e aprendizagem desta disciplina € objeto de estudo de
inimeras pesquisas em Educacdo Matematica, uma vez que “o ensino do Calculo
tem sido responsabilizado por um grande numero de reprovacoes e de evasodes de
estudantes universitarios” (SOUZA, 2000, pg. 19).

Reis (2001) relata em sua pesquisa que o indice de reprovacdo em CDI, em
diversas universidades publicas brasileiras, gira em torno de 30% a 50%, chegando
a 60% em alguns casos. Dessa forma, afirma que “o ensino de Calculo realmente
deve se transformar num sério objeto de investigacdo por parte dos pesquisadores
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em Educacdo Matematica, que terdo pela frente um enorme desafio no ambito do
ensino superior” (REIS, 2001, p. 20).

Barbosa & Neto (1995) apontam que a forma de se construir um
conhecimento considerando o conteldo como pronto e acabado interfere de modo
negativo no desempenho dos alunos, uma vez que o aluno é treinado a utilizar
formulas e regras, ndo sendo levado a pensar e raciocinar. Valoriza-se, com isso, 0
aprendizado de técnicas desligado da maneira como este conhecimento foi

construido.

Este pensamento é reforgado por Villarreal (1999) que considera que a pratica
metodoldgica baseada no modelo exposicdo tedrica — exemplos — exercicios
somente contribui para a algoritmizacédo do ensino do Calculo, fazendo com que sua

aprendizagem seja reduzida a memorizacao de regras e técnicas.

Dreyfus (1991) afirma em seu estudo que

[...] o que mais os alunos aprendem em seus cursos de matematica é
realizar um grande nimero de procedimentos padronizados, expressos em
formalismos definidos precisamente para obter respostas para as classes de
exercicios claramente delimitadas. Eles, assim, adquirem a capacidade de
realizar, embora muito mais lentamente, o tipo de operagdo que um
computador pode executar por meio de um programa adequado, tal como o
Mathematica. Eles terminam o curso com uma quantidade consideravel de
conhecimento matematico, mas sem a metodologia de trabalho do
matematico, isto é, falta-lhes o know-how que lhes permite utilizar seus
conhecimentos de uma forma flexivel para resolver problemas
desconhecidos para eles. (tradugdo de DREYFUS, 1991, p.28) !

Um dos grupos de pesquisa do Programa de Estudos Po6s-Graduados em
Educagdo Matemética da Pontificia Universidade Catolica de S&o Paulo intitulado “O
Elementar e o Superior em Matemética”, coordenado pelos professores Dr. Benedito
Antonio da Silva e Dra. Sonia Barbosa Camargo Igliori, apresenta entre outros
projetos, um denominado “As diversas componentes envolvidas no processo de
Ensino e Aprendizagem do Calculo: saber, aluno e professor”, sob supervisdo de

! Texto original: “what most students learn in their mathematics courses is, to carry out a large number
of standardized procedures, cast in precisely defined formalisms, for obtaining answers to clearly
delimited classes of exercise questions. They thus acquire the capability to perform, albeit much
slower, the kind of operation which a computer can perform by means of a suitable program such as
Mathematica. They end up with a considerable amount of mathematical knowledge but without the
working methodology of the mathematician, that is they lack the know-how that allows them to use
their knowledge in a flexible manner to solve problems of a type unknown to them.”
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Silva. Este projeto visa estudar as quatro principais vertentes envolvendo o ensino e
a aprendizagem do Célculo — o aluno ingressante nos cursos de exatas, o professor
da universidade, o professor da educacdo basica e as dificuldades dos proprios
conteudos tratados na disciplina.

Em particular, algumas pesquisas deste grupo, tais como, as de Picone
(2007), Anacleto (2007) e Campos (2007) tém se dedicado ao estudo do ensino e
aprendizagem do TFC, uma vez que este “abrange as principais nocdes da
disciplina: a Derivada e a Integral” (PICONE, 2007, p.15). Nesses trabalhos, cada
um desses pesquisadores aborda uma vertente que se relaciona diretamente com o
processo de ensino e aprendizagem do TFC, a saber: professor, aluno e livro

didatico, respectivamente.

Picone (2007) constata que os professores, ao ensinarem o TFC, enfatizam
que o mesmo pode ser usado como ferramenta para o célculo de areas e que
estabelece uma relagéo entre derivada e integral. No entanto, tal relagdo geralmente

nao é abordada graficamente.

Por outro lado, Anacleto (2007) conclui, em sua pesquisa, que mesmo que
alguns alunos utilizem o teorema para resolver uma questdo, ndo demonstram
conhecimento sobre a relacdo entre derivada e integral. Observa ainda que a
maioria dos estudantes apresenta dificuldades para resolver questdes em que a
simples visualizagdo de um gréfico resolveria o problema, sem que necessitassem

desenvolver longos algoritmos.

Ja Campos (2007) analisa alguns livros didaticos que exploram a
coordenacéo de registros de representacado na apresentacdao do TFC e conclui que
uns o fazem de maneira mais evidente que outros. Um dos livros analisados pelo
autor é o primeiro volume do livro de James Stewart intitulado “Calculo”, sobre o qual
afirma que os registros algébricos, graficos e em lingua natural aparecem na mesma
proporcao, o que propicia a “coordenacao dos registros de representagcdo em varias
passagens” (CAMPQOS, 2007, p. 197)

Segadas (1998) em sua investigacao sobre o entendimento dos alunos do
TFC identifica que esses estudantes apresentam dificuldades para interpretar
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geometricamente o teorema, uma vez que as imagens graficas, em geral, sdo pouco
utilizadas como facilitadores na resolucao de alguns problemas ou como auxiliares

efetivos na compreensao de uma definigdo ou teorema.

Algumas pesquisas ja foram desenvolvidas por tedricos para identificar as
razdes das dificuldades dos estudantes na aprendizagem do TFC, as quais tém sido
atribuidas principalmente a uma compreensao inapropriada de grafico de funcao
(Carlson, 1998; Thompson, 1994) e de taxa de variacdo (Thompson, 1994).

No entanto, foram poucas as pesquisas encontradas cujo foco seja o
processo de ensino e aprendizagem do TFC. Este trabalho diferencia-se das demais
pesquisas apresentadas uma vez que se propde a analisar uma sequéncia de

atividades para o ensino do TFC. Com isto, queremos responder a seguinte questao:

Quais processos mentais intervém e sdao combinados quando se insere

atividades que se ap6iam em figuras construidas pelo aluno tanto em folha de papel

X
quanto pelo software Winplof ao se tratar da expressao F(x)= jf( t)dt?
a

Esse tipo de atividade favorece a compreensdao das ideias centrais que
envolvem o TFC? No bojo desta pergunta esta implicita a relagao entre e a derivada
e a integral.

O uso de um software foi motivado pelo fato de, segundo Dreyfus (1991), uma
ferramenta computacional, quando utilizada corretamente, pode ajudar os alunos a
reconhecer novas relacées de um fenémeno. Por outro lado, de acordo com Borges
e Santana (2000), alguns estudantes podem melhorar o resultado de seu
aprendizado por meio de atividades realizadas em ambientes computacionais
adaptados para este fim. Os autores afirmam ainda que a dindmica da utilizacdo de
um programa de computador pode motivar o estudante a experimentar, a procurar

estratégias para a resolucéao de problemas de matematica.

2 Programa de dominio publico, criado por Richard Paris, da Philips Exeter Academy, traduzido para o
portugués pelo Prof. Adelmo Ribeiro de Jesus. Pode ser obtido no site http://math.exeter.edu/rparris.
A palavra Winplot indica que o software é utilizado para construir graficos de fungbes do ambiente
Windows.
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Entre os softwares existentes, o Winplot foi selecionado, por ser gratuito e
apresentar uma interface simples e de facil utilizacdo pelo usuério. Seus recursos
permitem construir graficos de fungdes de duas ou trés variaveis, exibir expressdes
de polinbmios que passam por determinados pontos, definir campos de vetores a
partir de equacodes diferencais, bem como visualizar a derivada e integral de funcéo.

A escolha do TFC foi originada por uma motivagdo ligada a minha pratica
docente, uma vez que este teorema relaciona derivada e integral, os dois temas
centrais do Calculo, disciplina que leciono desde 2006 em uma universidade
particular na cidade de Sao Paulo.

Além disso, a escolha foi fortemente influenciada pela disciplina de Didatica I,
ministrada pela professora Dra. Silvia Dias Alcantara Machado, no segundo
semestre de 2009, no curso de Mestrado Académico em Educacdao Matematica da
Pontificia Universidade Catdlica de Sao Paulo. Nesta disciplina, os alunos foram
convidados a relacionar um tema de interesse com o texto “Advanced Mathematical
Thinking Processes” de Tommy Dreyfus (1991), que foi traduzido e discutido por
todos os alunos.

Tanto na pratica docente como nas pesquisas levantadas, os alunos
manifestam dificuldades em visualizar, representar e alternar entre diferentes
representacbes (algébrica, tabular e grafica), intuir, definir, validar, generalizar e
abstrair. Assim sendo, esta pesquisa fundamenta-se nos processos do Pensamento
Matematico Avancado (PMA) de Tommy Dreyfus que analisa quais processos
mentais podem intervir e devem ser combinados para que haja a compreensao de

conceitos mateméaticos avancados.
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2. FUNDAMENTAGCAO MATEMATICA E TEORICA

Neste capitulo sdo apresentadas as fundamentagbes didatica e matematica
utilizadas neste estudo. Inicialmente, sao feitas consideragdes sobre o TFC e, em
seguida, elementos sobre o seu ensino e aprendizagem sob a ética do chamado
Pensamento Matemético Avancado.

O desenvolvimento do Calculo foi um processo evolutivo que culminou na
descoberta da relacdo fundamental entre dois problemas aparentemente distintos:
calcular areas e determinar retas tangentes. A descoberta deste resultado foi feita
independentemente pelo inglés Sir Isaac Newton (1642-1727) e pelo alemao
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) e deu origem ao Teorema Fundamental do
Célculo (TFC).

Antes de enuncia-lo e prova-lo, sera feita uma introducdo ao conceito de
integral definida a partir das somas de Riemann, bem como a notacdo

tradicionalmente utilizada.

2.1. SOMAS DE RIEMANN

Segundo Thomas (2008), o matematico alemdo Bernhard Riemann
(1826-1866) deu precisdo a teoria dos limites das aproximagdes finitas, usando um

conceito que recebeu o nome de soma de Riemann e esté descrito a seguir.

Seja f uma funcao limitada arbitraria definida em um intervalo fechado
[a, b]. Pode-se fazer uma subdivisdo deste intervalo, ndo necessariamente do
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mesmo comprimento. Para tanto, escolhem-se n - 1 pontos {x1, X2, X3, ... Xn-1}, entre a

ceey

e b, sujeitos a condicao de que a< X, <Xy <..<X < b. A estes, acrescentamos

2

a= X, eb= xn,de modo que

O conjunto P={x,,X,,X,,...X, ;X } € chamado de particdo de [a, b] e 0

n-1’
divide em n subintervalos fechados: [xo, X1, [X1, X2, ..., [Xn-1, X5]. O primeiro desses
subintervalos € [xp, Xs], 0 segundo é [x;, x2], € 0 k-ésimo subintervalo de P é

[Xk-1, Xk], sSendo k um nUumero inteiro entre 1 e n.

O comprimento do primeiro subintervalo [xp, x;] é denotado por Axi, ©
comprimento do segundo, [xs, X2], por Axe, € 0 comprimento do k-ésimo subintervalo

é Ax, =x,—Xx, ,. Se todos os n subintervalos tiverem a mesma largura, entao o

comprimento comum Ax serd igual a: (b - a)/n.

Em cada subintervalo pode-se escolher arbitrariamente um ponto, de modo
que o ponto escolhido no k-ésimo subintervalo [ xk.7, X4 seja ¢k Utilizando este

ponto, pode-se construir um retangulo cuja base é Ax, =x, —x, , e cuja altura €

dada por flck). A existéncia de f(ck) é garantida pelo fato de f ser uma funcéo

limitada.

Esses retangulos podem estar tanto acima como abaixo do eixo, dependendo
de f(ck) ser positiva ou negativa, ou ainda sobre ele se flck) = 0. Em cada
subintervalo, formamos o produto f(ck) - Axk. Este produto pode ser positivo, negativo

ou nulo, dependendo do valor de f(cy).

Quando f(ck) > 0, o produto f(ck) - Axc é a area do retangulo com altura f(ck) e
largura Axk. Quando f(ck) < 0, o produto f(ck) - AXk € um numero negativo, oposto da
area de um retangulo com altura f(cx) que comecga no eixo x e estende-se para baixo,

até o numero negativo f(cx).
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n
Por fim, somando todos estes produtos, obtém-se S/D =k2f(ck)Axk que é
=1

uma soma de Riemann para f no intervalo [a, b]. Existem infinitas somas desse tipo,

dependendo das escolhas quanto a particao e aos numeros ¢, nos subintervalos.

Quando uma particdo possui todos os subintervalos com o mesmo
comprimento, pode-se torna-los mais estreitos simplesmente aumentando o numero
n. Quando uma particado possui subintervalos de comprimentos variados, pode-se
garantir que todos sejam estreitos controlando o comprimento do mais longo. A
norma de uma particao P, denotada por ||P||, é definida como o maior de todos 0s

comprimentos dos subintervalos.

Qualquer soma de Riemann associada a uma particdo de um intervalo
fechado [a, b] define retangulos que aproximam a area da regido entre o grafico de

uma fungao continua fe o eixo x.

2.2. INTEGRAL DEFINIDA

Thomas (2008) argumenta que o conceito de integral definida baseia-se na
idéia de que, para certas fungdes, quando a norma das particoes de [a, b] tende a
zero, os valores das somas de Riemann correspondentes tendem a um valor-limite /.

Define integral definida da seguinte maneira:

“Seja f(x) uma funcao definida em um intervalo fechado [a, b]. Dizemos que
um numero / é a integral definida de fem [a, b] e que / é o limite das somas de

n
Riemann Zf(ck )Axk se a seguinte condi¢éo € satisfeita:
k=1
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Dado qualquer numero € > 0, existe um numero correspondente 8 > 0, tal que, para

qualquer particao P={x0,x1,x ,xn_1,xn} de [a, b] com ||P|| < & e qualquer

escolha de cx em [Xk.1, X4, tem-se

Z( )A -l |<¢”

Segundo Thomas (2008), essa ideia de convergéncia significa que uma soma
de Riemann ficara préxima do numero / desde que a norma da particdo seja
pequena o suficiente. Afirma ainda que,

introduzimos o simbolo € como um ndmero positivo pequeno que especifica
qudo préxima de / a soma de Riemann devera ficar, e o simbolo & como um
segundo numero positivo pequeno que especifica quédo pequena a norma

de uma particao precisa ser para que isso aconte¢a. (THOMAS, 2008, pg.
374)

Leibniz introduziu uma notacdo para a integral definida que capta sua

construgdo como um limite somas de Riemann. Ele visualizou as somas finitas

n
Zf(ck )Axk tornando-se uma soma infinita dos valores da funcao f(x) multiplicados

por larguras de subintervalos “infinitesimais” dx. O simbolo do somatério, Z, e

substituido, no limite, pelo simbolo da integral, J cuja origem é a letra “S”. Os

valores f(cx) sdo substituidos por uma selecao continua dos valores da funcéo f(x).

As larguras Ax, dos subintervalos tornam-se a diferencial dx.

Como existem infinitas particbes P com norma que tenda a zero, e infinitos
pontos ¢k para cada particao, afirma-se que a integral definida existe quando sempre
se obtém o mesmo limite /, independentemente de quais escolhas tenham sido

feitas. Quando o limite existe, escreve-se

= lim Zf Jax, jf(x)dx

IIPI=0 =
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Quando cada particao tem n subintervalos iguais, cada um com largura

Ax = (b — a)/n, também escreve-se

n—oo

n b
1= tim > fle, Jax= [ f(x)olx
k=1 2

O limite é sempre tomado quando a norma das particdes tende a zero e o

numero de subintervalos tende ao infinito.

2.3. TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Stewart (2009) enuncia o TFC da seguinte maneira:

Parte 1: Se ffor continua em [a, b], entdo a funcao g definida por
X
g(x):jf(t)dt, asxs<h
a

E continua em [a, b] e derivavel em (a, b) e g'(x)=£(x).

Parte 2: Se ffor continua em [a, b], entdo
b
[AAxnar=Fo)-Fa)

a

onde F é qualquer primitiva de f, isto €, uma funcao tal que £'=7.
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A prova deste teorema utiliza outros resultados relacionados a integrais e
derivadas. A seguir, sdo apresentados o enunciado destes resultados e, em seguida,
a demonstracéo do TFC.

e Teorema 1 (do Confronto): Se #(x)< g(x)< A x) quando x esta proximo

de a (exceto possivelmente em a) e Ilimf(x)=limh(x)=L entao
X—a X—a

limg(x)=L.

X—a
e Teorema 2: Se ffor diferenciavel em a, entao fé continua em a.

e Teorema 3 (do Valor Extremo): Se ffor continua em um intervalo fechado
[a, b], entdo f assume um valor maximo absoluto f(c) e um valor minimo

absoluto f(d) em certos numeros ce dem [a, b).

e Teorema 4: Se f’(x) = 0 para todo x em um intervalo (a, b), entdo f é
constante em (a, b).

e Corolario 1 (do Teorema 4): Se f’(x) = g ’(x) para todo x em um intervalo
(a, b), entdo f— g € constante em (a, b); isto é, f(x) = g(x) + ¢, em que c é

uma constante.

a
e Propriedade 1: j/(,r)o'A’: 0
a

c b b
e Propriedade 2: j fx)ar+ j fxar = j fx)axr
a c a

e Propriedade 3:
b

Se m< A(x)< M para @< x< b entdo m(b—a)< I/(X)dxs M(b-a)

a
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Demonstracao da parte 1 do TFC:
Se xe x+ hestdo em (a, b), entédo

X+/7

X
Hx+h)-gxN= [Anat-[A ot
a a

X xX+h X
Hx+h) -9 = [Anat+ [Anat-[ A 1ot
a X a

X+

Hx+h-gn= [Anat
X

Logo, para h# 0,

gx+n-gn 1757
=— | A9d (1)
4 4 {

Por ora, vamos assumir que h > 0. Uma vez que f é continua em [x, x + h], O
Teorema do Valor Extremo afirma que ha nimeros ue vem [x, x + h] tal que f(u) = m
e f(v) = M, onde m e M sao os valores minimo € maximo absolutos de fem [x, x + h].

Pela propriedade 3 acima citada:

X+/ X+/
mh< [fHat<Mh,isto &, Awh< [Ahat<Anh
X X

Uma vez que h > 0 pode-se dividir essa desigualdade por h:

X+

Au) s% [Anar<rw).

X

Agora, usando a equagado (1) para substituir a parte do meio dessa
desigualdade:

Alu)< TX* /;)7‘9("') <AV (2)
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A desigualdade (2) pode ser demonstrada de maneira similar para o caso
/1<0.

Tomando /#— 0, obtém-se que « > x e v — x, uma vez que u e Vv estdo

entre x e x + h. Consequentemente, como fé continua em x,

lim A«)= |lim Av)=7(x) e
/1—0 U—x

lim A¥)= lim 7(¥)=Ax)
/-0 Vvox

Da desigualdade (2) e do Teorema do Confronto, conclui-se que

()= lim IXTD=GH) _ 14 3)
/-0 Y/

Se x = aou b, entdo o limite da equacgéo (3) pode ser interpretado como um

limite lateral com #—0" e #— 0", respectivamente. Entdo, o Teorema 2 acima

citado mostra que g é continua em [a, b].

X
Demonstracao da parte 2: Seja _9(1)=j/(/)a?. Sabemos da Parte 1 que
a

g'(x)=f(x);isto é, g € uma primitiva de f. Se F for qualquer outra primitiva de fem
[a, b], entdo sabemos do Corolario 1 acima citado que F e g diferem por uma

constante:

AN =g(n+C|@4)

para @< x< b. Mas, tanto F quanto g sdo continuas em [a, b] e, portanto,

tomando limites em ambos os lados da equacdo (4), quando ¥ > &% e x— 4,

conclui-se que a igualdade também é vélida quando x = aou x = b.
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X
Utilizando a propriedade 1 e substituindo x = aem g(x) = J'/(i)aﬂf, obtém-se
a
a
aa)= J'/(f)a?‘: 0. Portanto, usando a equagéo (4) com x = be x = a, tem-se
a

Flo)-Fla)=[g6)+C] -[ga)+C]
Fb)- Fla)= g(b)- 9(a)
Fb)- Fla)=g(b)-0

b
Flo)-FAa)=[Anat

a

A parte 2 do TFC afirma que se conhecermos uma primitiva F de f, ou seja,

b
F’ = f, entdo poderemos calcular _[f(t)dt simplesmente subtraindo os valores de F

a
nas extremidades do intervalo [a, b], sem precisar calcular limites de soma de

Riemann, fornecendo assim um algoritmo para o calculo de integrais definidas.
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2.4. FUNDAMENTACAO TEORICO-DIDATICA

Nesta sessao, é apresentada a fundamentacao tedrica adotada neste estudo.
Para tanto, convém lembrar as questbes de pesquisa:

Quais processos mentais intervém e sdo combinados quando se insere

atividades que se ap6iam em figuras construidas pelo aluno tanto em folha de papel

X
quanto pelo software Winplot ao se tratar da expressao F(x)= _[ f(t)dt?
a

Esse tipo de atividade favorece a compreensdo das ideias centrais que
envolvem o TFC? No bojo desta pergunta esta implicita a relagao entre e a derivada

e a integral.

Para respondé-las, buscou-se uma fundamentacao teérica que privilegia o
ensino por descoberta, por tentativa e erro. Dessa forma, este trabalho fundamenta-
se no estudo de Tommy Dreyfus, intitulado, processos do pensamento matematico

avancado.

O texto “Advanced Mathematical Thinking Processes” escrito por Tommy
Dreyfus em 1991 e publicado no livro “Advanced Mathematical Thinking” organizado
por David Tall, fundamenta teoricamente esta pesquisa.

O referido texto discute e analisa quais processos intervém e sdo combinados
para que haja a compreensdao de conceitos matematicos avancados. Procura
também apresentar algumas acées que um professor de matematica pode introduzir

em suas aulas de modo a promover um melhor aproveitamento dos alunos.

Segundo Dreyfus (1991), o método de ensino baseado na sequéncia
teorema — demonstracédo — aplicacao pode permitir
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[...] uma estrutura de curso bem planejada, bem como um progresso
previsivel por meio de conteldos bem definidos, garantindo que maior parte
do conteudo do programa possa ser coberta. Infelizmente, ele também tem
pelo menos uma séria desvantagem: € inflexivel em termos de
adaptabilidade aos alunos. (tradugdo de DREYFUS, 1991, p.27) 8

Afirma também que tal método pode funcionar muito bem para alguns alunos,
mas, segundo é mostrado pela presente crise no ensino do Célculo, ndo funciona

para a grande maioria.

Para o autor, o que mais o0s estudantes aprendem em seus cursos de
matematica é realizar um grande numero de procedimentos padronizados para obter
as respostas das classes de exercicios claramente delimitadas. Dessa forma,
terminam os cursos com uma quantidade consideravel de algoritmos relacionados a
conceitos matematicos, mas falta-lhes conhecimento sobre o processo de
desenvolvimento de tais conceitos. Esta situacéo pode contribuir para que os alunos
ndo utilizem seus conhecimentos de forma flexivel na resolu¢cdo de problemas por

eles desconhecidos.

A natureza do pensamento matematico, segundo Dreyfus, esta interligada aos
processos cognitivos que dao origem ao conhecimento matematico. Dessa forma, o
autor justifica a discrepancia entre a expectativa do professor e o desempenho do
estudante pelo fato de que aquele, apesar de saber que a matematica ndo foi
construida de forma polida e acabada, mas sim pelo método da tentativa e erro, nao
ensina desta maneira, impedindo que os alunos tirem suas proprias conclusbes a

partir das definigdes.

O pensamento matematico, para o autor, envolve diversos processos de
pensamento tais como: representagdo, visualizacdo, mudanca entre diferentes
representacdes, abstracdo, generalizagdo, sintese, intuicdo, descoberta, definicao e
validacdo. Relata que muitos dos processos mentais da Matematica avancada ja
estdo presentes no pensamento das criancas sobre conceitos elementares. Além

disso, tais processos mentais ndo sdo exclusivos desta ciéncia. Por exemplo,

® Texto original: “[..] allows for a well-planned structure of the course, as well as for predictable
progress through the material, and thus for a fairly certain guarantee that most of the material in the
syllabus can be covered. Unfortunately, it also has at least one very serious disadvantage: it is
inflexible in terms of the adaptability to the students.”
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abstracoes sao feitas em Fisica, representacoes sao usadas em Psicologia, analises
séo utilizadas em Economia e, visualizagdes, em Arte. O que difere o pensamento
avancado do elementar é a complexidade. Dessa forma, processos eficazes sao
aqueles capazes de gerir tal complexidade como a abstracéo e a representacéao.

Para Dreyfus, representar um conceito significa gerar uma imagem do
mesmo, imagem esta que pode ser simbdlica ou mental. A representacdo simbdlica
€ escrita ou falada de modo a tornar a comunicacéo do conceito mais facil. Por outro
lado, a representacdo mental € uma estrutura interna que a pessoa usa para
interagir com o mundo externo. Uma mesma pessoa pode gerar uma ou mais
imagens mentais para um mesmo conceito matematico. Afirma que

Para ter sucesso na matematica, é desejavel ter uma rica representacao
mental dos conceitos. Uma representacao é rica se ela tem varios aspectos
articulados do conceito. Uma representagcdo é pobre se ela tem muito
poucos elementos que permitem a flexibilidade na resolugdo de problemas.
Observamos frequentemente em nossos estudantes tais inflexibilidades. A
menor mudanca na estrutura do problema, ou até mesmo em sua

formulagdo, pode bloqueé-los completamente. (traducdo de DREYFUS,
1991, p.32) *

Embora seja importante possuir varias representacdes de um mesmo
conceito, segundo o autor, a existéncia delas por si sé nao é suficiente para permitir
o uso flexivel do conceito na resolucdo de problemas. E necessario que a pessoa
seja capaz de alternar entre as diferentes representacées, utilizando aquela que é
mais eficiente para a etapa em questdo. Dessa forma, sugere que o professor utilize
frequentemente varias representacbées de um mesmo conceito no ensino, sempre

enfatizando o processo de alternar entre uma representacao e outra.

Além da representacdo, outros processos tomam uma importancia maior
quando os conteudos matematicos se tornam mais avangados. Dentre esses
processos, 0 mais importante é a abstracdo que estd inteiramente ligado a outros

dois processos: generalizacao e sintese. Dreyfus argumenta que

* Texto original: “To be successful in mathematics, it is desirable to have rich mental representations
of concepts. A representation is rich if it contains many linked aspects of that concept. A
representation is poor if it has too few elements to allow for flexibility in problem solving. Such
inflexibility we often observe in our students: The slightest change in the structure of a problem, or
even in its formulation, may completely block them”.
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Generalizar é tirar como consequéncia ou induzir do particular, identificar o
que ha de comum, expandir o dominio de validade. [...] Sintetizar significa
combinar ou compor partes de tal forma que elas formem um todo, uma
entidade. Esse todo entdo, frequentemente corresponde a mais que a soma
das partes. [...] Mais tarde no processo de aprendizagem, todos esses fatos
antes nao relacionados felizmente emergem em uma Unica figura, na qual
eles estdo comprimidos e inter-relacionados. Esse processo de fusdo em
uma Unica figura é uma sintese (tradugdo de DREYFUS, 1991, p.34) °

A prética da sala de aula, segundo o autor, da pouca énfase ao processo de
sintese, uma vez que enquanto os detalhes de um conceito sdo explicados pelo
professor e exercitados pelos alunos, pouca ou nenhuma atividade ¢é feita para levar
o aluno a sintetizar os diversos aspectos de um mesmo conceito e, muito menos, de

diferentes conceitos.

A abstracdo, para Dreyfus, contém o potencial tanto para a generalizacao
como para a sintese. No entanto, o processo de abstracdo é muito diferente da
generalizacdo e da sintese, pois abstrair € antes de tudo um processo construtivo de
estruturas mentais a partir de estruturas matematicas, ou seja, de propriedades e
relacdes entre objetos matematicos. Este processo requer a capacidade de deslocar
a atencdo dos proprios objetos para a estrutura de suas propriedades e relacoes.
Conclui que

Representagcdo e abstracdo s&o, assim, processos complementares.
Quando uma Unica representacdo de um conceito é utilizada, a atencéo
pode ser focalizada sobre esta em vez do objeto abstrato. Entretanto,
quando varias representag¢des sdo consideradas em paralelo, a relagdo com

0 conceito abstrato subjacente torna-se importante. (tradugcao de DREYFUS,
1991, p.38) °

Esta complementaridade entre abstracao e representacdo, segundo Dreyfus,
pode ser utilizada nos processos de aprendizagem que sao vistos como composto

por quatro fases: uso de uma representacdo Unica; uso de mais de uma

® Texto original: “To generalize is to derive or induce from particulars, to identify commonalities, to
expand domains of validity. [...]To synthesize means to combine or compose parts in such a way that
they form a whole, an entity. This whole then often amounts to more than the sum of its parts.
[...]Latter in the learning process, all these previously unrelated facts hopefully merge into a single
picture, within which they are all comprised and interrelated. This process of merging into a single
E)icture is a synthesis.”

Texto original: “Representing and abstracting are thus complementary processes. When a single
representation of a concept is used, attention may be focused on this instead of the abstract object.
However, when a several representations are being considered in parallel, the relation to the
underlying abstract concept becomes important.”
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representacao em paralelo; estabelecimento de ligagcdes entre as representagcdes
paralelas; e integracao entre representacées e mudanca flexivel entre elas.

Na primeira fase, os processos comegam a partir de um caso concreto, uma
Unica representacdo. Na segunda fase, surgem outras representacdes do mesmo
conceito. O estabelecimento de ligacoes entre as diferentes representagdes constitui
a terceira fase. As fortes ligacdes permitem aos alunos mudar de representacoes, o
que os torna conscientes do conceito subjacente e, portanto, susceptiveis de
influenciar positivamente a abstragcdo. Na quarta fase, acontece um processo de
integracdo entre as representacdes: os vinculos, as relacbes, as propriedades
comuns continuam a constituir o conceito abstrato, enquanto que aspectos

especificos da representacéo retratam um segundo plano.

Uma vez que este processo tenha sido concluido, formou-se uma nocgao
abstrata de um conceito dado, de alguma forma uma “apropriacdo” desse conceito.
Quando um aluno precisa entao resolver um problema em que esse conceito esta
presente, ocorre que muitas vezes necessitara voltar a uma (ou varias) de suas
representacoes. A beleza deste conceito abstrato é que o estudante é capaz de
fazer exatamente isso, e fazé-lo de uma forma controlada, pois sabe quais

representagdes quer usar.

Dreyfus afirma ainda que os processos de abstracdo e representacado estao
entre 0s mais importantes para o pensamento matematico avancado. No entanto,
existem outros processos como descobrir, intuir e validar que sdo extremamente

importantes na constru¢gao de um conceito.

7

Descobrir, segundo o autor, € muitas vezes considerado um dos caminhos
mais eficientes para um aluno aprender matematica. Essa eficacia pode ser atribuida
aos aspectos psicologicos do processo de descoberta: o envolvimento pessoal, a
intensidade da atencao, o sentimento da conquista e do sucesso. A aprendizagem
pela descoberta, no entanto, consome muito tempo, e essa € uma das razdes que o

professor, especialmente aquele de matematica mais avancada, tende a nao usa-la.



33

Intuir é fazer afirmacdes pela cognicdo direta e imediata, sem evidéncia de
um pensamento racional. Este processo tem um papel central em qualquer

sequéncia de processos que se iniciam pela descoberta.

Validar significa empreender agdes para convencer alguém que o resultado
realmente responde a questdo que foi feita, e que a responde corretamente.
Frequentemente, a validacdo ndo é considerada pelos estudantes como parte
essencial da atividade matematica. Embora possa lhes dar bastante seguranca, a
maioria dos estudantes parece néo estar muito interessado nessa seguranca. Isso
pode e deve ser mudado transferindo mais responsabilidade aos alunos oferecendo-
lhes atividades mais abertas ao invés de exercicios rapidos para memorizacao de

regras.

Para finalizar, Dreyfus conclui que a descoberta, a intuicdo e a validacao, no
entanto, sdo somente o inicio de uma sequéncia de processos matematicos. O
objetivo permanece sendo compreender as relagées abstratas. A atividade dos
estudantes precisa, portanto, prosseguir para processos mais formais como definir e

provar.

No presente estudo, as atividades elaboradas para o instrumento de pesquisa
buscam proporcionar o desenvolvimento dos processos do PMA acima descritos,

pretendo levar o aluno a conjecturar a relacao entre derivada e integral.
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3. CONSIDERACOES METODOLOGICAS

Neste capitulo, sdo apresentados os procedimentos metodolégicos adotados
neste estudo.

Para responder as questdes inicialmente propostas foi realizada uma
pesquisa qualitativa, uma vez que, de acordo com Bogdan e Biklen (1994), a
obtencao dos dados neste tipo de pesquisa se da a partir da insercdo do observador
no ambiente a ser pesquisado, o0s dados coletados sdo predominantemente
descritivos € ha um maior interesse pelo processo do que simplesmente pelo

resultado obtido.

O instrumento utilizado para obtencao dos dados foi elaborado utilizando
algumas ideias da metodologia de pesquisa denominada engenharia didatica.
Segundo Almouloud (2007)

A engenharia didatica, vista como metodologia de pesquisa, é
caracterizada, em primeiro lugar, por um esquema experimental com base
em “realizacbes didaticas” em sala de aula, isto €, na construcao,
realizacdo, observacdo e andlise de sessdes de ensino. Caracteriza-se
também como pesquisa experimental pelo registro em que se situa e pelos

modos de validacao que lhe sdo associados: a comparagao entre a analise
a priori e a analise a posteriori. (ALMOULOUD, 2007, p. 171)

Este esquema experimental é composto por quatro fases, a saber: 12)
analises preliminares, 2% concepcado e andlise a priori, 32%) experimentacdo e 42)

analise a posteriori e validacao.

As analises preliminares contemplam as consideracbes sobre o quadro
tedrico didatico do assunto de interesse, bem como uma anélise do ensino atual, das
concepgdes dos alunos, dificuldades e obstaculos de aprendizagem.

A concepcao e anadlise a priori da situagdo consistem na elaboragdo do
esquema experimental para a agdo em classe, bem como na analise matematica e

didatica das atividades a serem desenvolvidas.
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A experimentacédo é a fase de realizacdo das atividades em certa populacao
de alunos. J& a andlise a posteriori € o conjunto de resultados que se pode tirar da
exploragédo dos dados recolhidos.

Neste trabalho, foram realizadas as seguintes fases: analise a priori,

experimentacao e analise a posteriori.

3.1. SUJEITOS DA PESQUISA

A coleta de dados foi realizada em uma universidade particular da cidade de
Sao Paulo, universidade esta em que a pesquisadora leciona a disciplina de Calculo
Diferencial e Integral desde 2006.

Nesta universidade, o CDI no curso de Licenciatura em Matematica € dividido
em trés semestres, iniciando-se no 2° com a disciplina de CDI | que aborda os
conceitos de limite e derivada de funcbées de uma variavel real. Ja no 3° semestre, é
ministrada a disciplina de CDI Il que também abrange os conceitos de limite e
derivada, mas para fungcdes de varias variaveis reais. E por fim, no 4° semestre, é
oferecida a disciplina de CDI Il que aborda o conceito de integral tanto de funcdes

de uma como de varias variaveis reais.

Assim sendo, para a realizagdo da pesquisa optou-se por selecionar alunos
do curso de Licenciatura em Matematica concluintes do 2° ou 3° semestres. A
escolha por estes semestres deve-se a necessidade do uso da derivada em algumas
atividades. Além disso, também era necessario que os estudantes ndo conhecessem
integral, uma vez que as atividades pretendem introduzir este conceito e levantar

X
questdes sobre a expressao F(x)= _[f(t)dt.
a

A escolha por alunos da Licenciatura em Matematica foi motivada pelo tema
do trabalho que é pertinente a este curso. Além disso, estes estudantes ja possuem
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conhecimento do software Winplot que € utilizado em disciplinas deste o primeiro

semestre.

Outro fator motivador foi que a pesquisadora nao leciona nenhuma disciplina
no curso de Licenciatura em Matematica, havendo assim uma menor influéncia na

elaboracao e nos resultados das questoes, por ndo conhecer os alunos.

O convite aos alunos para a participagdo na pesquisa foi feito pelo
coordenador do curso que conversou com duas turmas: uma de 2° semestre com 29
alunos e outra, de 3% com 23. Os estudantes foram informados que seria realizada
uma atividade de seis horas, divididas em quatro encontros, relacionada a disciplina
de Célculo Diferencial e Integral. Os encontros aconteceriam no periodo das aulas,
mas apds o término periodo letivo, ou seja, depois que as disciplinas do semestre
fossem encerradas. Solicitou que os interessados em participar, colocassem seu

nome em uma lista.

ApOs receber esta lista, o coordenador entrou em contato com os

interessados para informar dia e local nos quais aconteceriam 0s encontros.

3.2. ELABORACAO DO INSTRUMENTO DA PESQUISA

Para a aplicagdo do instrumento de pesquisa foram previstas quatro sessdes
de noventa minutos cada. Seriam realizadas em dias consecutivos, uma vez que as
atividades possuem um encadeamento l6gico, exigindo algumas vezes a utilizacao
de resultados obtidos em sessdes anteriores. Dessa forma, foi previsto iniciar as
sessOes, exceto a primeira, recordando e discutindo com os alunos os resultados

obtidos no dia anterior.

Além disso, a segunda sesséao foi prevista para ser realizada no laboratério de
informatica, uma vez que seria necessario o uso do software Winplot. As demais,

aconteceriam em sala de aula.
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A seguir, sdo apresentadas cada uma das atividades propostas bem como

seus objetivos e analise a priori.

De um modo geral, as atividades foram elaboradas com a intencao de levar o
aluno a conjecturar as relacées e as propriedades dos conceitos envolvidos na

X
expressao F(x)=If(t)dt. O presente instrumento foi dividido em quatro sessées,
a

devido a extensa gama de conceitos que deveriam ser desenvolvidos.

12 Sessao
Atividade 1

(a) Construa o grafico da funcao f(t)=2t+1 e use as férmulas da geometria

para achar a area da regiao limitada pelo grafico da funcao f, pelo eixo te

pelas retas verticais t=1e t=3.

(b) Escolha um numero X, maior do que um e diferente de trés, use alguma

férmula da geometria para achar a area da regiao limitada pelo grafico da

funcéao f, pelo eixo t e pelas retas verticais t=1 e t= X, -

(c) Se x>1, seja A(x) a area da regiao limitada pelo grafico da funcéo f, pelo
eixo t e pelas retas verticais t=1 e t=x. Ache uma expressdo (em

funcéo de x) para A(x).

(d) O que representam as variaveis te x?
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Atividade 2

(a) Esboce o grafico da funcdo f(t)=t>+1 e assinale a regido do plano

limitada pelo grafico da funcédo f, pelos eixos coordenados e pela reta
vertical t=4.

(b) E possivel usar formulas da geometria para calcular exatamente a area da
regiao acima descrita? Justifigue sua resposta.

(c) Se ndo encontrou uma maneira de efetuar o calculo exato da area da

regido descrita no item (a), ache uma aproximacgao para a mesma.

(d) E possivel melhorar a estimativa feita no item anterior? Justifiqgue sua

resposta.

Na 12 sessdo sao apresentadas duas atividades com quatro itens cada uma.
O objetivo principal desta sessao é definir a funcdo area a partir de uma figura
limitada pelo grafico de uma funcado do 1° grau e pelo eixo x, bem como investigar
quais procedimentos poderiam ser utilizados para determinar a area ao trocar a
funcéo do 12 grau por uma de 2° grau.

A primeira atividade é uma adaptacdo de um dos exercicios propostos no
Projeto de Descoberta intitulado “Funcées Area” de Stewart (2009) e apresenta ao
aluno a descricdo de uma regiao plana cuja area pode ser calculada pelas férmulas
da geometria, mais especificamente, a férmula da area do trapézio. Tal regido é
limitada pelo grafico num sistema cartesiano de uma funcao f(t), pelo eixo t e por

duas retas verticais, t=1 e t= x. O aluno deve obter uma expressédo que determine
a area desta regido em fungcdo de x e se posicionar ante o questionamento do

significado das variaveis t e x.

Esta atividade pode propiciar 0 desenvolvimento dos seguintes processos do
PMA: visualizagdo, representacdo e mudanca entre diferentes representacoes,
definicdo, sintese, generalizagao e validacao.
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A representacdo e mudanca entre diferentes representacdes podem ser
desenvolvidas nos itens (a) e (b), ja que serd necessario fazer uma mudanca da
representacdo algébrica para a grafica. Apesar de tal mudanga ser induzida no
enunciado, este exercicio colabora para o desenvolvimento do processo de
representar, uma vez que se

[...] os estudantes muitas vezes se limitam a trabalhar em uma Unica
representacao [...], uma abordagem possivel é usar sistematicamente varias

representagbes no ensino e enfatizar o processo de passar de uma
representacdo para outra desde o comego. (tradugao de DREYFUS, 1991,

pg. 33)

Por outro lado, o processo de sintese é desenvolvido no momento em que
precisa combinar dois conceitos distintos: area e fungéo, para calcular a area do

trapézio.

No item (c), é preciso primeiramente visualizar a regido que sera obtida e, em
seguida, generalizar o calculo da area, j4 que a base maior do trapézio depende do
valor de x. Além disso, uma vez que a fungdo area esteja corretamente definida é

possivel validar a expressao obtida utilizando os numeros dos itens (a) e (b).

A segunda atividade, elaborada pela autora, apresenta uma regido cuja area
ndo pode ser calculada por férmulas elementares da geometria. Assim, o aluno
podera buscar uma maneira de fazer um calculo aproximado desta &rea
manipulando conhecimentos da geometria, tais como, area de triangulo, quadrado,
retdngulo, trapézio etc. Além disso, sera levado a verificar se existem outros

métodos que melhorem a aproximacgao por ele obtida.

Esta atividade pode propiciar o desenvolvimento dos seguintes processos do
PMA: visualizacdo, representacdo e mudanca entre diferentes representacoes,
descoberta, analise, sintese, generalizacao e abstracao.

A representacdo e mudanca entre diferentes representacbes podem ser
desenvolvidas na resolucdo do item (a), por ser necessario fazer uma mudanca da

representacao algébrica para a grafica.

" [...] students very often limit themselves to working in single representation [...]. One possible
approach is to systematically use several representations in teaching and to stress the process of
switching representations from the beginning.
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O processo de sintese pode ser desenvolvido nos itens posteriores no
momento em que realiza a combinagdo de dois conceitos distintos: area e funcao,

para calcular a area solicitada.

Os itens (b) e (c) exigem uma andlise da regido definida para descobrir uma
maneira de fazer o calculo aproximado da area. Ja no item (d), outras maneiras para
fazer tal calculo podem ser visualizadas, de modo a permitir uma generalizacao e

abstracao de tais procedimentos, buscando uma melhor estimativa.

22 Sessao
Atividade 3

Parte |
(a) Utilize o programa Winplot para construir o grafico da funcédo f(t)=t* +1.

(b) Aperte a tecla F7. Na janela “lim inferior” digite 0. Na janela “lim superior”
digite 4. Na janela “subintervalos” digite 2. Selecione apenas a opcao
“ponto a esq:” (as demais, devem estar desabilitadas) Selecione a opgao

“visualizar” e clique em “definida”. Preencha o quadro abaixo:

Retanaulo Medida Abscissas dos Medida da Area
9 da base | vértices da base altura
19 2 t=0 t=2 1 2
29 t1: t2:
Area total =
At =t—-t = At =t -t =
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(c) Repita o procedimento do item (b), alterando o numero de subintervalos

para 4.
Retangulo Medida Abgcissas dos Medida da Area
da base | vértices da base altura
10 t= t=
29 t= t=
30 t= t,=
42 t= t,=
Area total =
At =t—t =_ At =t-t=__ At =t-t=__
(d) Altere o numero de subintervalos para 8.
Retangulo (Ij\/ledida Abgcissas dos Medida da Area
abase | vértices da base altura
10 t= t=
29 t= t=
30 t,= t,=
40 t,= t,=
50 t,= t=
6° t = t=
70 t.= t =
8¢ t= t=
Area total =

2 8
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(e) Altere o numero de subintervalos para 16.

Retanaulo Medida Abscissas dos Medida da Area
9 da base | vértices da base altura

19 toz t1:

29 t1: t2:

39 t2: t3:

11° 10 "

16° 15: 16:

[-ésimo t = t=
Area total =

Az‘1 = t1— to = : At‘16 = = DAL = =

(f) Se alterarmos o numero de subintervalos para 32, qual ser4 a soma das
areas dos retangulos?

(g) Se alterarmos o numero de subintervalos para 64, qual sera a soma das
areas dos retangulos?

(h) Se alterarmos o numero de subintervalos para 128, qual sera a soma das
areas dos retangulos?

(i) Se alterarmos o numero de subintervalos para 256, qual sera a soma das
areas dos retangulos?

De modo geral, a soma das areas dos retangulos obtidos é dada por

A:Z: f(t_)At ,sendo t <t <..<t =4
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Parte Il
(a) Desmarque a opcgao “ponto a esq:” e selecione “aleatério”. Altere o numero

de subintervalos para 8 e clique em “definida”.
A soma das areas dos retangulos é

Observe o0 4° reténgulo.
A medida da base é

A altura desse retangulo é £(t ) ?

E f(t,)?

Existe um valor ¢, com t <c<t,, tal que a altura desse retangulo € f(c)?

(b) Sem fazer nenhuma alteracéao, clique em “definida” novamente.

A soma das areas dos retangulos é

Observe o 4° retangulo.
A medida da base é

A altura desse retangulo & f(t ) ?

E f(t,)?

Existe um valor ¢, com t,.<c<t,, tal que a altura desse retangulo é f(c)?

O valor de ¢ deste item € o mesmo encontrado no item (a)?
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(c) Sem fazer nenhuma alteracéao, clique em “definida” novamente.

A soma das areas dos retangulos é

Observe o 4° retangulo.
A medida da base é

A altura desse retangulo & f(t ) ?

E f(t,)?

Existe um valor ¢, com t,.<c<t,, tal que a altura desse retangulo é f(c)?

O valor de ¢ deste item € o mesmo encontrado no item (a)?

E 0 mesmo do item (b)?

(d) De quantas maneiras vocé acha que possivel escolher o valor de ¢, com

t <c<t?
3 4

De modo geral, a soma das areas dos retangulos obtidos, é dada por

A= z f(c,)At , sendo ¢, um ponto arbitrario do i-ésimo intervalo
i=1

t_ <c<t)

(e) Que diferencas vocé observa entre a aproximagao das areas calculadas
utilizando a opcéao “ponto a esquerda” e a opgao “aleatédrio”?

Nesta sessdo, é apresentada uma unica atividade dividida em duas partes. A
primeira com nove itens e, a segunda, com cinco. Esta questao foi retirada do livro
“Atividades para o estudo de Fungdes em ambiente computacional” (Silva, B. A. et
al., 2002) e adaptada para a utilizacdo do programa Winplot. O principal objetivo
desta atividade é definir as somas amostrais de Riemann visando a construcdo do

conceito de integral.
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Na primeira parte da atividade, o calculo da area é feito a partir de um numero
cada vez maior de retangulos cujas alturas sdo os valores da funcdo no extremo
inferior de cada intervalo da particdo. O objetivo desta parte da atividade é fazer o
aluno perceber que conforme se aumenta o numero de retangulos utilizados para
fazer o célculo da area, melhor sera a aproximagao obtida para a area desejada.
Além disso, proporciona uma familiarizagdo com os termos f(t) e At, relacionando-

os com as medidas da altura e da base de cada retangulo, respectivamente.

Na segunda parte da atividade, o célculo da area é feito a partir de um
nimero fixo de retangulos cujas bases possuem a mesma medida® e cujas alturas
sao os valores da funcdo em um ponto arbitrario (escolhido pelo software) de cada
intervalo da particdo. O objetivo desta parte da atividade é evidenciar a
arbitrariedade da escolha do ponto, no qual o valor da funcdo é a altura do
retangulo, solicitando ao aluno para calcular diversas vezes a mesma area com um

namero fixo de retangulos e comparar os resultados obtidos.

Estas atividades podem propiciar o desenvolvimento dos seguintes processos
do PMA: visualizacdo, representacdo e mudanca entre diferentes representacoes,
intuicdo, sintese, generalizacdo e abstracdo. Apesar de exigirem o uso de
ferramenta tecnoldgica, isto s6 contribui para o desenvolvimento dos processos do

PMA, uma vez que

Os computadores podem servir como ferramentas heuristicas para os
matematicos e estudantes de matematica [...]: se a ferramenta esta
direcionada para fenémenos interessantes e focalizada corretamente, ela
pode mostrar um quadro inesperado, muitas vezes visual, do fenédmeno sob
estudo, e isso leva a novas idéias, para o reconhecimento de relagbes antes
desconhecidas. (traducdo de DREYFUS, 1991, pg. 30)9

8 As somas amostrais de Riemann consideram também a arbitrariedade do tamanho da base de cada
retdngulo, ou seja, as bases nao precisam ser iguais. No entanto, tal procedimento ndo é
contemplado pelo programa Winplot adotado para a execugao desta atividade.

® Texto original: Computers can serve as heuristic tools for the mathematician and the mathematics
student [...]: if the tool is directed onto interesting phenomena and correctly focused, it may show an
unexpected picture, often a visual one, of the phenomena under study, and thus lead to new ideas, to
the recognition of heretofore unknown relationships.
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A primeira parte da atividade propicia o desenvolvimento dos processos de
representacdo e de mudanca entre diferentes representacées, uma vez que sera

necessario utilizar duas representacdes distintas de funcao: algébrica e gréfica.

Ja o processo de sintese pode ser desenvolvido ao utilizar dois conceitos
distintos: area e funcao. Por outro lado, os processos de generalizacao e abstracao
podem ocorrer ap6s o preenchimento dos quadros dos itens (a), (b) e (c), pois o
aluno pode perceber que conforme o numero de subintervalos € aumentado, a area

aproximada fica mais préxima da real.

O item (d) da segunda parte permite o desenvolvimento da visualizacéo e da
abstracao ao questionar quantas maneiras distintas sdo possiveis para escolher um
ponto em determinado intervalo. Por outro lado, o ultimo item desta sessao
proporciona o desenvolvimento da intuicao, da descoberta e da generalizacdo, uma
vez que é solicitado ao aluno identificar as diferengas entre os dois métodos
utilizados.
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32 Sessao
Atividade 4

Seja f:[-4, 4] - R uma funcgao cujo grafico esta dado na figura abaixo:

(a) O que representa a funcao F(x) = If(t) at?

-4
(b) O que representam as variaveis te x?
(c) O que representam os termos f{f) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f{#) no intervalo [-4,4]? E positivo, negativo ou
nulo? Varia ou permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua

resposta.

(e) Como se comporta a funcdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E

crescente, decrescente ou constante? Justifique sua resposta.



48

Atividade 5

Seja f:[-4, 4] - R uma funcao cujo grafico esta dado na figura abaixo:

(a) O que representa a funcao F(x) = If(t) at?

-4
(b) O que representam as variaveis te x?
(c) O que representam os termos f{f) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f(f) no intervalo [-4,4]? E positivo, negativo ou
nulo? Varia ou permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua

resposta.

(e) Como se comporta a funcdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E

crescente, decrescente ou constante? Justifique sua resposta.
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Atividade 6

Seja f:[-4, 4] - R uma funcao cujo grafico esta dado na figura abaixo:

|

(a) O que representa a funcao F(x) = If(t) at?

-4
(b) O que representam as variaveis te x?
(c) O que representam os termos f{f) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f{#) no intervalo [-4,4]? E positivo, negativo ou
nulo? Varia ou permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua

resposta.

(e) Como se comporta a funcdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E

crescente, decrescente ou constante? Justifique sua resposta.
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Atividade 7

Seja f:[0, 5] » R uma fungéo cujo grafico esta dado na figura abaixo:

(a) O que representa a funcao F(x) = jf(t) at?
0

(b) O que representam as variaveis te x?
(c) O que representam os termos f{f) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f(f) no intervalo [-4,4]? E positivo, negativo ou
nulo? Varia ou permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua

resposta.

(e) Como se comporta a funcdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E

crescente, decrescente ou constante? Justifique sua resposta.

(f) A funcéo f(f) é continua? E F(x)?
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Nesta sessao, sao apresentadas quatro atividades (elaboradas pela autora).

As trés primeiras com cinco itens cada uma e, a ultima, com seis. Objetivo destas
X

atividades é explorar as propriedades da funcédo F(x)= J.f(t) at e as relagbes entre

a

a funcédo F e os componentes que a definem.

Para isso, sdo apresentadas fung¢des f com propriedades distintas em cada
atividade. Na primeira, a funcado é continua e positiva; na segunda, é continua e
negativa; na terceira, é continua e positiva em um intervalo e negativa em outro, na

quarta, é descontinua.

Estas atividades permitem o desenvolvimento dos seguintes processos do
PMA: visualizacdo, sintese, abstracdo, analise, descoberta, generalizacdo e
validacéo.

O item (a) de todas as atividades permite o desenvolvimento da visualizacao
e da sintese, pois sdo utilizados conceitos distintos, funcao, integral e area. Ja os
itens (b), (c), (d) e (e) propiciam o desenvolvimento da visualizagdo, abstracao e
andlise, uma vez que é solicitado ao aluno analisar a fungdo F bem como os

elementos que a compdem: t, x, f(t) e dt.

O desenvolvimento dos processos de descoberta, generalizacao e validacao
também sao favorecidos durante toda esta sessdo, ja que as atividades propostas
sdao semelhantes quanto aos questionamentos feitos, porém distintas quanto a
caracteristica da funcao f({).
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42 Sessao

Atividade 8

(a) Sejam f(t)=t+3 e F(x)=jf(t) at, tal que x>1 e. Esboce o gréafico da
1
fungéo fe use a geometria para achar uma expressao para F(x).

(b) Calcule F'(x). O que vocé observa?

Atividade 9

(a) Sejam f(t)=-2t-2 e F(x) =_[f(t) dt, tal que x>1 e. Esboce o grafico da
1
fungéo fe use a geometria para achar uma expressao para F(x).

(b) Calcule F'(x). O que vocé observa?

Atividade 10

0 setc?2
1 set>2

X
(a) Sejam f(t):{ e F(x):jf(t)dt, tal que x>1 e. Esboce o
1

grafico da fungcédo f e use a geometria para achar uma expressao para
F(x).

(b) Calcule F'(x). O que vocé observa?
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Atividade 11

Suponha que f seja uma fungao continua em um intervalo [a, b] e definimos

X

uma nova fungdo g pela equagéo g(x):jf(t) dt. Com base nos seus

a

resultados dos problemas anteriores, conjecture uma expressao para g'(x).

Nesta sessdo sdo apresentadas quatro atividades (elaboradas pela autora).
As trés primeiras com dois itens e, a Ultima, com apenas um. O objetivo destas
atividades é levar o aluno a conjecturar a relagao entre derivada e integral, ou seja,
g'(x)=f(x) que é a ideia central do Teorema Fundamental do Calculo e verificar

que f(f) precisa ser continua para que isto ocorra. Sendo assim, sao apresentadas

trés funcdes: uma positiva, uma negativa e outra descontinua. E solicitado ao aluno

calcular F(x) = If(t) dt, usando as férmulas da geometria, e obter F'(x).
1

Estas atividades permitem o desenvolvimento dos seguintes processos do
PMA: visualizagdo, representacdo e mudanca entre diferentes representacoes,
descoberta, analise, sintese, generalizacao e abstracao.

O item (a) das atividades 8, 9 e 10 propiciam o desenvolvimento da
visualizagdo, representacdo e mudanca entre diferentes representacdes, por ser
necessario alternar da representacao algébrica para a grafica para visualizar a area
a ser calculada. Além disso, permitem o desenvolvimento da sintese ao relacionar
area, integral e funcao. Ja o item (b) favorece o desenvolvimento da analise e da
sintese ao questionar sobre F'(x).

Por outro lado, a atividade 11 permite o desenvolvimento da descoberta e da
generalizagao, pois permite o aluno consolidar os resultados obtidos nas questdes

anteriores e conjecturar uma expressao para g'(x).
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4. EXPERIMENTACAO

Neste capitulo é apresentada a parte empirica desta pesquisa, a qual
descrevo sobre a realizagdo do experimento, bem como a descricdo e anélise dos
dados obtidos.

A coleta de dados foi realizada em quatro sessées de 90 minutos cada uma.
A necessidade de quatro sessdes fez-se presente devido a extensa gama de
conceitos que deveriam ser trabalhos. Os participantes da pesquisa, em numero de
quatorze, sao alunos do curso de Licenciatura em Matematica concluintes do 2° ou
3° semestres. A escolha por estes semestres deve-se a necessidade do uso da
derivada em algumas atividades, conceito que é ministrado no 2° semestre. Além
disso, também era necessario que o aluno ndo conhecesse integral que é ensinada

no 42 semestre.

Visando a interagcdo entre os alunos, optou-se por realizar as atividades em
duplas. As sessOes foram audio-gravadas para facilitar o registro dos comentarios
entre os alunos. Além disso, uma observadora e a prépria pesquisadora circularam
entre as duplas fazendo anotacdes sobre as conversas e tentativas de resolucéao
dos alunos. Em nenhum momento durante a realizacdo das atividades houve

interferéncia da pesquisadora ou da observadora.

As sessbes ocorreram nos dias 28, 29 e 30 de junho e no dia 12 de julho de
2010 nas dependéncias da universidade escolhida. A primeira, terceira e quarta
sessOes aconteceram em uma sala de aula providas de carteiras e de todo material
escolar que os participantes necessitariam: caneta, papel, lapis, borracha e régua.
Ja a segunda sessao aconteceu no laboratério de informatica com um computador
para cada participante. Os computadores possuiam o software Winplot e os sujeitos

da pesquisa ja sabiam utiliza-lo.

A escolha por sessbes em dias consecutivos foi motivada pela intensa
dependéncia entre as atividades. Um conceito trabalhado em uma sessdo era
utilizado na seguinte.

A seguir, estao descritas cada uma das sessoes.
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4.1. 12 SESSAO

Na primeira sessdo, o coordenador do curso levou a pesquisadora até a sala
de aula reservada para o experimento e apresentou-a aos alunos. A pesquisadora
agradeceu a todos pela presenca e explicou que em cada encontro um questionario
seria entregue a cada dupla para ser preenchido. Salientou a importancia de
deixarem explicito todo o raciocinio utilizado na elaboracéo das respostas, uma vez
que o processo de obtencdo das mesmas seria até mais importante do que a
resposta final propriamente dita.

A seguir, informou que havia quatro gravadores disponiveis e perguntou quem
gostaria de deixar gravadas suas discussodes. Trés duplas manifestaram-se a favor e
a quarta, foi escolhida aleatoriamente pela pesquisadora, o que foi aceito sem
restricdes pelos estudantes. Logo em seguida, foram entregues os questionarios as
duplas.

Em um primeiro momento, os alunos ficaram inseguros com o andamento das
atividades. A cada novo exercicio, eles chamavam a pesquisadora para saber se a
resposta dada estava certa ou errada. Se o raciocinio empregado era 0 mais
adequado ou se haveria um método mais facil de resolver. Um aluno comentou:
“Nao sei se isso esta certo. E mais facil quando precisamos desenvolver um
exercicio parecido com o exemplo do professor.” Neste momento, a pesquisadora
achou conveniente lembra-los que ndo se preocupassem somente com a resposta

final, mas com o processo para obté-la.

No decorrer da primeira sesséo, os alunos foram adquirindo maior seguranga
na resolucao dos exercicios. Ao término desta sessdo, a pesquisadora recolheu os
questionarios das duplas conforme finalizavam as atividades e informou que o

préximo encontro seria realizado no laboratério de informatica.

A sequir, é feita a descricao e analise dos dados obtidos nesta sessdo. Para
tanto, convém lembrar que o objetivo da mesma era construir a fungdo area a partir

de uma figura limitada pelo grafico de uma fungdo do 1° grau e pelo eixo x, bem
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como investigar quais procedimentos poderiam ser utilizados para determinar a area

ao trocar a funcéo do 1° grau por uma de 2° grau.

Atividade 1 - Iltem (a)

Enunciado: Construa o grafico da funcao f(t)=2t+1 e use as féormulas da

geometria para achar a area da regiao limitada pelo grafico da funcao f, pelo eixo te

pelas retas verticais t=1e t=3.

Para construir o grafico solicitado foram utilizadas as estratégias que a
pesquisadora categorizou em dois grupos:

e G1: Escolheram dois valores para t, calcularam o valor correspondente
para y = f(t), representaram estes dois pontos no plano cartesiano e

tracaram a reta solicitada;

e G2: Escolheram mais de dois valores para t calcularam o valor
correspondente para y = f(f), representaram todos estes pontos no plano

cartesiano e tracaram a reta solicitada.

Para calcular a area da regidao solicitada foram usadas as seguintes
estratégias:

e Af1: Utilizaram a férmula da area do trapézio;

e A2: Subdividiram a regidao obtida em um retangulo e um triangulo,
calcularam a area de cada uma destas figuras e somaram os dois valores
obtidos;

o NF: Nao fizeram.

A seguir, é apresentado um quadro contendo as estratégias utilizadas pelas
duplas.
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Quadro 1 - Resultados da atividade 1 (a)

Dupla D1 D2 D3 D4 D5 Ds D7
Grafico | G G G2 | G2 | Gf G1 G2
(erro)
‘ Al e A1
Area A2 A2 A1 (erro) A2 NF A1

De um modo geral, as duplas construiram uma tabela com dois ou mais
pontos para obter o grafico solicitado. Apenas a dupla Dg cometeu um erro ao
construir o grafico, pois, apesar de terem obtido dois pontos que pertencem a reta
solicitada, ndo souberam representar estes pontos no plano cartesiano, como se vé

na figura a seguir:

Figura 1 - Resposta da dupla D¢ para a atividade 1 (a)

W 1

A dupla D4 errou o calculo da area da regiao solicitada, pois a representaram
incorretamente, fizeram t = 0 ao invés de t = 1. Este erro esta ilustrado na figura a

sequir:
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Figura 2 - Resposta da dupla D, para a atividade 1 (a)
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Percebe-se que, conforme previsto na analise a priori, o processo do PMA de
mudanca entre diferentes representacdes foi utilizado pelas as duplas, uma vez que
partiram de uma representacao algébrica para uma tabular e, em seguida, para a

grafica.

Atividade 1 - Iltem (b)

Enunciado: Escolha um nimero X, maior do que um e diferente de trés, use

alguma férmula da geometria para achar a area da regido limitada pelo grafico da

funcéao f, pelo eixo t e pelas retas verticais t=1e t=x

Para construir novamente o grafico, os sujeitos utilizaram as seguintes

estratégias:
e G3: Utilizaram a informacgéao do item anterior;

e G4: Atribuiram novos valores para t, encontraram outros pontos e tracaram
a reta solicitada.

Ja para o calculo da area, as estratégias utilizadas foram as mesmas do item

anterior.
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O quadro abaixo mostra as respostas dadas pelos sujeitos.

Quadro 2 - Resultados da atividade 1 (b)

Dupla D D, D3 D4 Ds Ds D~

Grafico | G4 G3 G3 G3 G4 G3 G3
(erro)

Area | A2 AA12€ A1 A1 A2 NF A

A dupla Dg reproduziu o mesmo raciocinio utilizado anteriormente e,
consequentemente, repetiu o0 erro. J& a dupla D4, percebeu que a area solicitada

iniciava em t = 1 e efetuou os calculos corretamente.

Em relacdo aos processos do PMA, nota-se que, novamente, as duplas

realizaram uma mudanca entre diferentes representagdes.

Atividade 1 — Item (c)

Enunciado: Se x>1, seja A(x) a area da regiado limitada pelo grafico da

funcédo f, pelo eixo t e pelas retas verticais t=1 e t= x. Ache uma expresséo (em

funcao de x) para A(x).

Somente as duplas D¢ e Do, conseguiram resolver este item corretamente. No
entanto, as estratégias foram diferentes, uma vez que D¢ subdividiu a regiao em um
retangulo e um triangulo, e D, trabalhou diretamente com a area do trapézio.

As duplas D3, D4 € Ds fizeram uma representagéo grafica da regido, mas néao
conseguiram calcular a area, pois ndo souberam como obter a medida da base do
trapézio que dependia de x. Um dos integrantes da dupla D; comentou: “N&o tem

como calcular essa altura. Nao sei quem é x!”
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Ja a dupla D7 além de representar graficamente a regido indicada, iniciou os
céalculos da area. No entanto, ndo chegaram a resposta final, pois nao substituiram

f(x) por (2x + 1), conforme mostra a figura abaixo:

Figura 3 - Resposta da dupla D; para a atividade 1 (c)

sz +(6)

2

AT B ‘FQXQ) "(i‘i -3%)

e —————

A producdo destas duplas indica que os estudantes tém dificuldade em
associar o significado de funcédo com sua representacao grafica.

Em relagdo aos processos do PMA, percebe-se que para resolver este item,
todas duplas conseguiram visualizar a area que deveria ser calculada. No entanto, a

maiori

a nao conseguiu definir a funcdo, por ndo perceber que a area seria obtida em
funcdo da variavel e x, sendo necessaria a substituicao de f(x) por (2x + 1). Dessa
forma, o processo de generalizagdo e sintese ndo esteve presente em todos os
participantes.

Além disso, das duas duplas que conseguiram finalizar o exercicio, apenas a
dupla D¢ validou a expressao da funcéo obtida, atribuindo a x o valor trés, conforme

havia realizado no item (a).



Atividade 1 - Iltem (d)

Enunciado: O que representam as variaveis te x?

As respostas dadas pelas duplas estao descritas no quadro a seguir:

Quadro 3 - Resultados da atividade 1 (b)

Dupla | Resposta
“A variavel t representa a coordenada do eixo das abscissas. A
O variavel x é uma variavel para t.”
D, “Representam a mesma coisa, uma variavel independente,
podendo representar uma variavel de um problema real.”
Ds “Representam a altura do trapézio.”
Dy “Delimitam o trapézio.”
“Atribuindo valores para t e x encontra-se o valor de f(f) e A(x).
Os Onde f(t) depende de t e A(x) depende de x.”
De “trepresenta a altura e x a base.”
D~ “Representam a base da figura.”
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A andlise das respostas mostra que o0 processo de visualizacdo nao esteve

presente em todas as duplas, uma vez que a maioria ndo conseguiu visualizar o

significado das variaveis t e x, com excec¢ao da dupla D».

De um modo geral, percebe-se que, nesta atividade, foram mobilizados os

seguintes processos do PMA: visualizagdo, representacdo e mudanga entre

diferentes representagdes, definicao, sintese, generalizacao e validacao.
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Atividade 2 - Iltem (a)

Enunciado: Esboce o grafico da funcdo f(t)=1t*+1 e assinale a regido do

plano limitada pelo grafico da funcéo f, pelos eixos coordenados e pela reta vertical
t=4.

Para construir o grafico solicitado, foram utilizadas as seguintes estratégias:

e G1: Escolheram alguns valores para t, calcularam o valor correspondente
para y = f(t), representaram estes pontos no plano cartesiano e tragaram o
grafico solicitado;

e G2: Calcularam as raizes da fungao f(t).

O quadro abaixo contém as estratégias utilizadas pelas duplas.

Quadro 4 - Resultados da atividade 2 (a)

Dupla D1 D2 D3 D4 D5 Ds D7
‘e G2e G2
Gréfico G1 G1 G1 G1 G (err0) G1

De um modo geral, as duplas construiram uma tabela com quatro ou mais
pontos para obter o grafico solicitado. As duplas Ds e De tentaram encontrar as
raizes da fungdo e concluiram que as mesmas nao pertenciam ao conjunto dos
nameros reais, mas nao utilizaram esta informacao para fazer o esboco do grafico

da fungao.

Diante disso, a dupla Dg ndo soube como continuar. Ja a dupla Ds optou por
mudar de estratégia durante a resolugéo, elaborando a tabela de pontos, conforme
didlogo abaixo:

Aluno A: - E agora? Se o delta é negativo, entdo ndo tem raiz! Como vamos fazer o
grafico?
Aluno B: - Ja falei! Esquece este negocio de raiz, monta logo a tabela que vai dar

certo!
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Quando aos processos do PMA mobilizados neste item, nota-se que seis, das
sete duplas, realizaram a mudanca entre diferentes representacoes, pois utilizaram a
expressao algébrica para obter uma tabela de pontos e, por fim, fizeram a

representacao grafica.

Atividade 2 — Item (b)

Enunciado: E possivel usar férmulas da geometria para calcular exatamente a

area da regiao acima descrita? Justifique sua resposta.

O quadro a seguir mostra as respostas dadas pelas duplas:

Quadro 5 - Resultados da atividade 2 (b)

Dupla Resposta

D4 “Acreditamos que através de férmulas geométricas nao é

possivel calcular exatamente a area, pois temos uma curva”

D, “Desconheco tal féormula, mas aprofundando o conhecimento
de parabola juntamente com o calculo, creio que é possivel”

D3 “Para calcular exatamente a area nao é possivel [...], pois a

fungéo faz uma curva”

D4 “Nao, pois as formulas de geometria s6 podem calcular areas

de figuras regulares”

Ds “Nao sei, mas acho que nao. Nao tem nenhuma férmula (pelo

que me lembre) envolvendo curvas.”

Ds “Nao, pois ndo é uma figura regular”

D~ “Nao sei, pois apareceu uma curva”
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E interessante notar que alguns alunos expressaram certa expectativa da
existéncia de novos procedimentos que possibilitassem o célculo da area em

questao.

Quanto aos processos do PMA, pode-se perceber que o de sintese foi
utilizado pelas duplas ao buscarem expressées da geometria para calcular a area

limitada superiormente por uma parabola.

Atividade 2 - Iltem (c)

Enunciado: Se nao encontrou uma maneira de efetuar o calculo exato da area

da regido descrita no item (a), ache uma aproximacao para a mesma.
Para responder esta pergunta, os sujeitos utilizaram as seguintes estratégias:

e E1: Dividiram a figura em diversos retangulos horizontais, indicando que

bastaria somar a area dos mesmos;

e E2: Desenharam um triangulo sobre a figura, para fazer o célculo da area
solicitada;

e E3: Dividiram a figura em trapézios e somaram a 4rea dos mesmos;
e NF: Nao fizeram.

O quadro abaixo indica a estratégia utilizada pelas duplas:

Quadro 6 - Resultados da atividade 2 (c)

Dupla D1 D2 D3 D4 D5 DG D7

Estratégia E1 E2 E3 NF E1 NF E2
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Um dos alunos da dupla Dy comentou ainda que “o processo (para calcular a
area, subdividindo-a em retangulos) é arduo, demorado e passivel de erros”. O
procedimento utilizado, bem como o comentario feito por estes estudantes é

mostrado na figura a seguir:

Figura 4 - Resposta da dupla D1 para a atividade 2 (c)

I.r—il._. ."..

A dupla D> ficou indecisa no inicio da resolucao, conforme mostra o seguinte

dialogo:

Aluno A: - Sera que podemos fazer um tridngulo em cima da figura?
Aluno B: - N&ao sei ndo, porque desse jeito tem pedago que vai sobrar e outro que

faltar.
Aluno A: - Mas nao é para fazer uma aproximacao? Entdo um compensa o outro, né?

Aluno B: E verdade. Vamos tentar assim mesmo.

A figura a seguir ilustra o procedimento destes estudantes:
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Figura 5 - Resposta da dupla D, para a atividade 2 (c).

Em relagcdo aos processos do PMA, observa-se que a maioria das duplas
utilizou os de analise e sintese, ao analisar a regido dada e combinar os conceitos

de funcéo e area, exceto nas duplas D4 e Dg que ndo responderam a questao.

Atividade 2 - Iltem (d)

Enunciado: E possivel melhorar a estimativa feita no item anterior? Justifique

sua resposta.

As estratégias utilizadas pelos sujeitos podem ser agrupadas em trés

categorias:
e E1:Informaram que seria necessario diminuir os intervalos;

e E2: Dividiram a figura em quadrados e informaram que bastava diminuir o

tamanho dos mesmos para melhorar o calculo da area;

e E3: Citaram que o conceito de integral pode ser utilizado para calcular

areas, mas que ainda nao o conheciam.
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A sequir, é apresentado um quadro que exibe a estratégia de cada dupla:

Quadro 7 - Resultados da atividade 2 (d)

Dupla D1 D2 D3 D4 D5 DG D7

Estratégia E1 E2 E1 E3 E1 NF E1

Percebe-se que as duplas que subdividiram a regido em figuras geométricas
(tridngulo, retangulo ou trapézio) visualizaram que bastava aumentar o numero de
subdivisbes para obter uma aproximagao ainda melhor. Em particular, a dupla D4
que nao fez o calculo aproximado no item (c), ja sabia que a integral poderia ser
utilizada para calcular areas de figuras planas, mesmo que ainda ndao soubessem

fazé-lo.

Por outro lado, a dupla D¢ citou que “para tomar os pontos cada vez mais

préximos, aplicariamos o conceito de limite, mas nao lembramos da férmula agora”.

Quanto aos processos do PMA, nota-se que o de generalizacao foi utilizado
ao perceberem que seria necessario aumentar o numero de subdivisées da figura
para melhorar o calculo aproximado. Por outro lado, a dupla Dy utilizou o processo

de sintese ao combinar o calculo aproximado da area com o conceito de limite.
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4.2. 22 SESSAO

Na segunda sessdo, a pesquisadora iniciou retomando os principais
resultados encontrados na sessdo anterior, de modo a socializar as diferentes
descobertas feitas pelas duplas. Os alunos ficaram animados com a troca de
informacdes. Um deles comentou: “Puxa! Nao tinha pensado nisso. Fica bem melhor
assim”, referindo-se a ideia de uma das duplas de subdividir a regiao em diversos
retangulos.

Em seguida, solicitou que abrissem o Winplot e fez uma breve apresentacao
dos recursos que seriam utilizados. Logo apds, distribuiu 0os novos questionarios e
prosseguiu fazendo as observagdes dos comentarios das duplas. Encerrou a sessao
recolhendo-os e informando que o encontro seguinte seria novamente na sala de

aula.

A segquir, sdo descritos e analisados os dados obtidos nesta sessdo. Para
tanto, convém lembrar que o principal objetivo desta secédo era definir as somas

amostrais de Riemann visando a constru¢do do conceito de integral.

Atividade 3 — Parte | — ltem (a)

Enunciado: Utilize o programa Winplot para construir o grafico da funcao
f(t)=1t> +1.

As duplas fizeram o que era solicitado no enunciado e obtiveram o seguinte
grafico:
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Figura 6 - Grafico obtido no Winplot na atividade 3 — parte | — item (a)

e Winplot = x| - ]|

Janela  Ajuda

Como os alunos ja conheciam o software, nao houve nenhuma davida na

realizagcao deste item.

Atividade 3 — Parte | — ltem (b)

Enunciado: Aperte a tecla F7. Na janela “lim inferior” digite 0. Na janela “lim
superior” digite 4. Na janela “subintervalos” digite 2. Selecione apenas a opcao
“ponto a esq:” (as demais, devem estar desabilitadas) Selecione a opcao “visualizar’

e clique em “definida”. Preencha o quadro abaixo:

A Medida Abscissas dos Medida da ‘
Retangulo g Area
da base | vértices da base altura

19 2 f0=0 l‘1=2 1 2
29 t1: t2:
Area total =
At =t—1t = AL =t—-t =
1 1 0 — 2 2 1 —

Novamente as duplas fizeram o que era solicitado no enunciado e obtiveram o

seguinte grafico:
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Figura 7 - Grafico obtido no Winplot na atividade 3 — parte | — item (b)

Janela  Ajuda

Ver Mouse Um Dois  Anim  Outros
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lirm irfeticr f—o_ﬁo“oﬁ—
lirn superior 14—
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¥ ponto & esq 12.0000

™ ponto médio:

[ porta & dir

I trapezoidal:

I parabolico:

[ aleatorio:

v wisualizar cor

defirida | indsfinida | fechar |

Para preencher as colunas “medida da base”, “abscissas dos vértices da
base” e “medida da altura” todas as duplas utilizaram as informagdes contidas no
grafico. Além disso, para preencher a coluna “area”, as duplas multiplicaram os
valores das colunas “medida da base” pelos valores contidos em “medida da altura”.

Por outro lado, para preencher o campo “area total” algumas estratégias

foram utilizadas:
e T1: Somaram todos os valores da coluna area;

e T2: Utilizaram a informacdo fornecida pelo Winplot ao lado do campo

“ponto a esq:”;

e T3: Utilizaram as duas estratégias T1 e T2 para validar o resultado obtido.

O quadro a seguir apresenta as estratégias utilizadas pelas duplas:

Quadro 8 - Resultados da atividade 3 — parte | — item (b)

Dupla D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7

Estratégia T1 T1 T3 T2 T1 T2 T1
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Nota-se que a dupla D3 utilizou o processo de validagcdo ao confirmar o
calculo feito com a informagéao dada pelo Winplot.

Atividade 3 — Parte | — Iltem (c)

Enunciado: Repita o procedimento do item (b), alterando o numero de

subintervalos para 4.

N Medida Abscissas dos Medida da ‘
Retangulo da base | vértices da base altura Area
19 t0= t1=
29 t1: t2:
39 t2= t3=
49 t3= t4=
Area total =
At =t—t = At =t -t = At =t -t =
1 0 2 2 1 4 3

As duplas fizeram o que era solicitado no enunciado e obtiveram o seguinte
grafico:

Figura 8 - Grafico obtido no Winplot na atividade 3 — parte | — item (c)

r.'E Winplot _EMT

Janela  Ajuda

,H semnomel.wp2

ly = XxX+1

lirm inferiar i_DFDED-— |
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sub-intervalos ilt‘l_ _+I_!
¥ ponto & exg: 18.0000

[ ponto médio:

[ ponto & di:

[ tapeznidal

[ parabolico:

[ aleatorio:

¥ wisualizar cor

definida | indefinida | fechar |
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Novamente, para preencher as colunas “medida da base”, “abscissas dos
vértices da base” e “medida da altura” todas as duplas utilizaram as informacdes
contidas no grafico. Além disso, o procedimento para preencher a coluna “area”
também foi igual ao anterior, ou seja, multiplicaram os valores das colunas “medida

da base” pelos valores contidos em “medida da altura”.

Da mesma forma, as estratégias para preencher o campo “area total” também
foram iguais as utilizadas no item anterior, no entanto, outras duplas perceberam
que poderiam validar o resultado obtido combinando duas estratégias. O quadro a
sequir ilustra a estratégia utilizada pelos estudantes:

Quadro 9 - Resultados da atividade 3 — parte | — item (c)

Dupla D1 D2 D3 D4 D5 DG D7
Estratégia T1 T3 T3 T2 T3 T3 T1

Percebe-se assim que, em relagao aos processos do PMA, as duplas Dy, D3,
Ds e Dg utilizaram a validacéo.

Atividade 3 - Parte | — Item (d)

Enunciado: Altere o numero de subintervalos para 8.

Retangulo Medida Abfscissas dos Medida da Area
da base | vértices da base altura
1 [¢] 0: 1:
20 t= t=
39 2: 3:
40 t= t,=
50 t,= t=
62 t= t=
70 t= t =
8° t = t,=
Area total =
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2 8

At =t—t = . At

As duplas fizeram o que era solicitado no enunciado e obtiveram o seguinte
grafico:

Figura 9 - Grafico obtido no Winplot na atividade 3 — parte | — item (d)

Janela  Ajuda

Arquivo Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros integracdo l

F Y
16 Y |y = xx+1
15—+
14+
13 lirm inferior 0.0000
z i superior 4

sub-intervalos '8— ;]_]
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Para preencher a coluna “medida da base” duas estratégias foram utilizadas:

e B1: Efetuaram a divisdo 4 + 8 e encontraram 0,5 para o tamanho da base.

e B2: Analisaram o grafico e perceberam que cada intervalo [0, 1], [1, 2],
[2, 3] e [3, 4] estavam divididos em duas partes iguais e, portanto,

concluiram que o tamanho da base seria 1 +2 = 0,5.

Para preencher a coluna “abscissas dos vértices da base” todas as duplas

foram somando de 0,5 em 0,5 para obter os novos vértices.

Por outro lado, para preencher a coluna “medida da altura”, os integrantes das
duplas perceberam que néo era possivel, para todos os retangulos, obter o nimero
desejado utilizando somente a informacédo disponivel no grafico, conforme exibe o

didlogo da dupla D1 ao tentar determinar a altura do 2° retangulo:



74

Aluno A: - Agora o numero ndo € exato. Olhando o grafico, ndo da para saber.
Aluno B: - Esta um pouco acima do um, mas quanto?
Aluno A: - Nao sei. 1,1 talvez? Como vamos achar esta altura? Ndo podemos chutar

um numero!

Depois de refletirem um pouco, perceberam que a altura era delimitada pela
parabola e, assim, bastaria calcular o valor da funcdo no extremo esquerdo de cada
intervalo. As demais duplas utilizaram este mesmo procedimento. No entanto, o

calculo foi feito de maneiras distintas:
e H1: Fizeram o célculo sem a ajuda de recursos tecnol6gicos;
e H2: Utilizaram a calculadora para efetuar os calculos;
e H3: Utilizaram o Excel para efetuar os célculos.
Para preencher a coluna “area”, os participantes multiplicaram os valores da

coluna “medida da base” pelos contidos em “medida da altura”. As estratégias

utilizadas foram:
e Af1: Utilizaram a calculadora para efetuar os célculos;

e A2: Utilizaram o Excel para efetuar os calculos.

Além disso, para preencher o campo “area total” as duplas D2, D3, D4, Ds € Dg
utilizaram a informacgao fornecida pelo Winplot. Por outro lado, as duplas D1 e D7
somaram as areas de todos os retangulos. Em seguida, perceberam que o niumero

apresentado pelo software era igual ao numero por eles obtido.

O quadro a seguir apresenta as estratégias utilizadas pelas duplas:
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Quadro 10 - Resultados da atividade 3 — parte | — item (d)

Dupla Dy D, Ds D, Ds Ds D,
Base B1 B1 B1 B2 B1 B2 B2
Altura H1 H2 H1 H2 H3 H2 H2
Area A1 A1 A1 A1 A2 A1 A1

De um modo geral, as duplas observaram o grafico para obter o valor da
medida da base e utilizaram a expressédo da funcédo para determinar a medida da
altura. Por outro lado, para determinar a area, utilizaram alguma ferramenta

tecnoldgica para facilitar os célculos.

Em relagdo aos processos do PMA, percebe-se as duplas utilizaram a
visualizacdo e mudanca entre diferentes representacbes ao perceberem que o
gréafico da fungédo nao continha a informacao desejada, sendo necessario a utilizacao
da expressao algébrica. Além disso, os alunos utilizaram o processo de validagéo ao

compararem o resultado do Winplot com o por eles obtido.

Atividade 3 — Parte | — ltem (e)

Enunciado: Altere o numero de subintervalos para 16.

Retanaulo Medida Abscissas dos Medida da Area
9 da base | vértices da base altura
1 o} t0: t1:
29 t1: t2:
39 t2: t3:
112 t10: "o
16° t15: ZLﬂs:
i-ésimo t = t=
Area total =

At =t—t = At = = At = =
1 1 0
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Os alunos fizeram o que era solicitado no enunciado e obtiveram o seguinte

grafico:

Figura10 - Grafico obtido no Winplot na atividade 3 — parte | — item (e)

] Winplot e oo

Janela Ajuda

Arquivo Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim S

Outros _ ly = xx+1 :J .

iy Z

lirn inferior W
lim superior 14
sub-intervalosﬁ-&'—‘ ;..],._j
¥ ponto & esq; 23.3750

I ponto médio:

I ponto & dir

I™ trapezoidal:

I™ parabolico:

[ aleatoric:

¥ wisualizar cor

defirida | indefinida | fechar |

De um modo geral, as duplas repetiram o procedimento executado no item
anterior, utilizando as mesmas estratégias. A Unica mudanca ocorrida foi no
preenchimento da coluna “medida da altura”, uma vez que as duplas Dy e D3
anteriormente fizeram o calculo sem utilizar calculadora e, neste momento,
passaram a utiliza-la.

Atividade 3 — Parte | - ltens (f), (g), (h) e (i)
Enunciado:

(f) Se alterarmos o numero de subintervalos para 32, qual ser4 a soma das

areas dos retangulos?

(g) Se alterarmos o niumero de subintervalos para 64, qual sera a soma das
areas dos retangulos?
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(h) Se alterarmos o numero de subintervalos para 128, qual sera a soma das

areas dos retangulos?

(i) Se alterarmos o numero de subintervalos para 256, qual sera a soma das
areas dos retangulos?

Executando o era solicitado no enunciado, as duplas obtiveram as seguintes

figuras:

Grafico obtido no Winplot na atividade 3 — parte | — item (f)

Figura 11 -

Janela  Ajuda

i semnome2wp?

Arquivo  Equacdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros
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i superior |4
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[~ ponto médio:

™ porto & dir

™ trapezoidal:

™ parabalico:

[ aleatoric:

v wisualizar cor

definida | indefiida | fechar |

Figura12 - Grafico obtido no Winplot na atividade 3 — parte | — item (g)

b

@_\&l—nplot

Janela  Ajuda

Iy = xx+1 j
lir inferior I 0.0000

lirm superior |4
sub-intervalns|54 + | = |
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[ ponto &di:
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fechar |
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Figura 13 - Grafico obtido no Winplot na atividade 3 — parte | — item (h)

[ Winplot === = o S |
Janela  Ajuda

Arquive  Equagdo  Ver Mouse Um Dois  Anim  Outros | |y=xx+1 j
ry

3
16 A
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I porte médio
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Figura14 - Grafico obtido no Winplot na atividade 3 — parte | — item (i)

= LT )
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Para responder os itens (f), (g), (h) e (i), todos os sujeitos utilizaram a
informacéao fornecida pelo Winplot, no entanto, vale ressaltar que as duplas D¢, D2 e

D3 observaram que os valores estavam aumentando, conforme didlogos abaixo:
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Dupla 1

Aluno A: - Vocé percebeu que conforme aumentamos o numero de retdngulos, a
area também aumenta?

Aluno B: - E verdade. D& para perceber que estamos diminuindo o espaco entre a
curva e os retangulos. A cobertura da regido fica melhor.

Aluno A: - Parece mesmo que vamos utilizar limite para calcular a area exata, mas
como?

Aluno B: - Sei la. Nao faco a menor idéia.

Dupla 3
Aluno C: - Viu como a area esta aumentando?

Aluno D: - Acho que a cada item estamos mais perto da area exata!

Por outro lado, a dupla Ds continuou utilizando o Winplot para obter novos
valores para a area total e concluiram que o valor da area desejada estaria proximo

de 25,33, conforme ilustra o seguinte didlogo:

Aluno E: - Tenta agora com 1000 subintervalos. O que da?

Aluno F: - 25, 3014. E com 10.000 da 25,3301.

Aluno E: - Até quantos sera que ele faz? Aumenta mais.

Aluno F: - Com 100.000 da 25,3330.

Aluno E: - Pelo visto é alguma coisa bem proxima a 25,33! Viu que s6 mudou depois
do 33?7

Aluno F: - E verdade. Agora chega, sendo ndo vamos terminar o resto.

Percebe-se que nos itens (f), (g), (h) e (i), os processos de intuicéo,
generalizagao e abstracao estiveram presentes nas duplas D1, D3 e Ds, ao utilizarem

os resultados disponiveis para tirarem conclusdes mais gerais.
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Atividade 3 - Parte Il - Itens (a), (b) e (¢)

Enunciado:

(a) Desmarque a opcao “ponto a esq:” e selecione “aleatorio”. Altere o0 nimero
de subintervalos para 8 e clique em “definida”.
A soma das areas dos retangulos é

Observe o 4° reténgulo.

A medida da base é

A altura desse retangulo é £(t ) ?

E f(t,)?

Existe um valor ¢, com t <c<t,, tal que a altura desse retangulo € f(c)?

(b) Sem fazer nenhuma alteracéao, clique em “definida” novamente.

A soma das areas dos retangulos é

Observe o 4° reténgulo.
A medida da base é

A altura desse retangulo é £(t ) ?

E f(t,)?

Existe um valor ¢, com t <c<t,, tal que a altura desse retangulo € f(c)?

O valor de ¢ deste item € o mesmo encontrado no item (a)?

(c) Sem fazer nenhuma alteracéao, clique em “definida” novamente.

A soma das areas dos retangulos é

Observe o 4° retangulo.
A medida da base é

A altura desse retangulo & f(t ) ?

E f(t,)?
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Existe um valor ¢, com t,.<c<t,, tal que a altura desse retangulo é f(c)?

O valor de ¢ deste item € o mesmo encontrado no item (a)?

E 0 mesmo do item (b)?

As duplas fizeram o que era solicitado nos enunciados e obtiveram o seguinte

grafico:

Figura15- Grafico obtido no Winplot na atividade 3 — parte Il — item (a)
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Para responder as questdes dos itens (a), (b) e (c) todas as duplas utilizaram
as informacdes contidas no grafico. Todos os sujeitos perceberam que a altura nédo
era nem o valor de f(t;) nem o de f(f4), mas sim de algum valor entre os dois. A

sequir, o didlogo da dupla D+

Aluno A: - Nao é f(t3), pois esta mais para la.

Aluno B: - E ndo é mesmo. E s6 fazer a conta f(t;) é igual a f(1,5) que é 3,25. A altura
do retangulo n&o é esta! Nem f(t,) que é 5.

Aluno A: - Isto mesmo. Esta entre os dois.
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Percebe-se que esta dupla, utilizou o processo de validacdo ao efetuarem os
calculos de f(13) e f(t4) para confirmar uma informacgéao fornecida pelo grafico.

Além disso, conforme perguntado nos itens (b) e (c), as duplas perceberam
gue a cada novo procedimento, o valor de c era alterado assim como a area. A dupla
D4 ao responder qual era a soma das areas dos retangulos no item (b) percebeu que
o valor era diferente do anterior e tentou encontrar novamente o primeiro valor

obtido, conforme mostra diadlogo abaixo:

Aluno A: - Olha! O valor da area é diferente que o anterior! Sera que fizemos alguma
coisa errada?

Aluno B: - Acho que n&o, clica em definida de novo.

Aluno A: - Mudou de novo. Sera que a gente consegue fazer aparecer 0 mesmo

resultado? Hum...pelo visto ndo. Cada vez que eu clico, a area muda.

Por outro lado, a dupla Ds que no item anterior ja havia tentado obter uma
aproximacao melhor, aumentando o nimero de subdivisées, realizou novamente o
mesmo procedimento e percebeu que a area ficava bem préxima de 25,33. Um dos
alunos concluiu que “nao importa o0 método que utilizamos para calcular esta area,

obtemos o mesmo valor quando o numero de retangulos € bem grande”.

Em relagcdo aos processos do PMA, nota-se que esta dupla utilizou os de
descoberta, intuicdo e validagdo, ao aumentar o niumero de subdivisdes do intervalo
e verificar que a area ficava préxima a determinado ndmero, independentemente do

método utilizado para calcular a area.

Atividade 3 — Parte Il — ltem (d)

Enunciado: De quantas maneiras vocé acha que é possivel escolher o valor

de ¢, com t3<c<t4?

As duplas D4, D2, D3 e D7 responderam de infinitas maneiras. Ja as duplas Dy,

Ds e Dg responderam de inUmeras maneiras.
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Enunciado: Que diferencas vocé observa entre a aproximacao das areas

calculadas utilizando a opcéao “ponto a esquerda” e a opcao “aleatério”?

O quadro a seguir ilustra a resposta das duplas:

Quadro 11 - Resultados da atividade 3 - parte Il - item (e)

Dupla Resposta

D4 “No aleatério temos uma area mais aproximada”

D> “No ponto a esquerda uma vez fixado o numero de
subintervalos, a area ndo mudava. Mas no ponto aleatério,
para um mesmo numero de subintervalos, a area sempre
muda. De qualquer forma, a area obtida na segunda opc¢ao é
maior”

Ds “Na opcéao ponto aleatério, as areas encontradas foram sempre
maiores que no ponto a esquerda”

D4 “No ponto aleatério a aproximagéo € melhor, mas no ponto a
esquerda os valores das areas ndo mudam”

Ds “Na opcao ponto a esquerda a altura do retangulo é o valor da
funcé@o na extremidade esquerda da base. Na opcéao aleatério,
o valor fica entre os extremos da base. Mas conforme
aumentamos numero de retangulos, a area obtida é igual nos
dois casos”

Ds “Na opcéao ponto a esquerda a area ficou menor”

D~ “Na opc¢ao ponto a esquerda, a altura do retangulo fica sempre
abaixo da parabola. Na outra op¢éo, nao”
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Analisando as respostas dos estudantes, podemos observar que diferentes
aspectos foram percebidos ao comparar as duas opg¢des para o calculo da éarea.
Entretanto, a maioria das duplas concluiu que a area obtida a partir da opcao
“aleatério” era maior do que a encontrada por “ponto a esq”. Somente a dupla Ds que
continuou aumentando o numero de subintervalos verificou que as areas seriam

iguais para um elevado numero de subdivisdes.

Em relacédo aos processos do PMA, observa-se que a dupla Ds utilizou os de
intuicdo, descoberta e generalizagdo ao concluir que a area encontrada é igual
independentemente do método utilizado para obté-la. As demais duplas utilizaram o
processo de visualizagdo para comparar os dois procedimentos.

4.3. 32 SESSAO

Na terceira sessao, a pesquisadora retomou os resultados obtidos na sessao

anterior e, numa discussdo com todos os participantes, formalizou a definicdo de

b n
integral™® como: If(t)dtz lim > f(c,)At, onde ¢ & um ponto arbitrario de do
n—oo %
a i=1

i-ésimo intervalo, t <c <t eAt € o comprimento de cada subintervalo, ou seja,

At= (b—a)/n.

% Como visto na se¢ao 2.2 deste trabalho, intitulada “Integral definida”, sabe-se que os subintervalos
da particdo P nao precisam ter o mesmo comprimento. No entanto, devido a limitacdo do software
Winplot, ndo é possivel considerar intervalos de larguras distintas. Sendo assim, foi comentado com
os alunos sobre esta ndo obrigatoriedade, mas a definicdo de integral foi apresentada considerando-
0s de mesmo comprimento.
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Na discussao feita com os alunos, a pesquisadora levantou as seguintes

questdes:
1) O que foi observado com a atividade anterior?

2) Conforme o numero de subdivisdes do intervalo aumentava, o que

acontecia com a area?
3) Para obter uma aproximacéao ainda melhor, o que deveria ser feito?
4) Qual o conceito matematico poderia ser utilizado este fim?

Diante dos questionamentos feitos pela pesquisadora, os alunos responderam
que para obter uma aproximagdo melhor da area seria necessario aumentar o
namero de subdivisbes tanto quanto fosse possivel. Neste momento, um dos
integrantes da dupla que, na atividade com o Winplot, havia concluido que é&rea
deveria estar préxima de 25,33 informou aos demais que chegaram a este valor

usando “um numero muito grande de retangulos”.

Em seguida, um dos estudantes indagou se utilizariamos o conceito de limite
para indicar este aumento do nimero de subdivisbes. A pesquisadora aproveitou
esta pergunta para discutir qual seria a notacdo matematica utilizada para formalizar
este raciocinio, chegando entao na definicdo de integral indicada acima.

A seguir, estao descritos e analisados os resultados obtidos nesta sesséo.
Para tanto, vale lembrar que o objetivo desta era analisar o significado dos termos

envolvidos da expressao F(x)= J.f(t) at.

a



86

Atividade 4

Enunciado: Seja f:[-4 , 4] > R uma funcéo cujo grafico esta dado na figura

a sequir:

(a) O que representa a funcao F(x) = If(t) at?

-4
(b) O que representam as variaveis te x?
(c) O que representam os termos f{f) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f{#) no intervalo [-4,4]? E positiva, negativa ou
nula? Varia ou permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua

resposta.

(e) Como se comporta a funcdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E

crescente, decrescente ou constante? Justifique sua resposta.

O quadro abaixo exibe as respostas obtidas no item (a).
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Quadro 12 - Resultados da atividade 4 — item (a)

Dupla Resposta

D4 “Representa a area da fungdo (em modulo) no intervalo de -4
até uma posicao indefinida”

D. “Area entre -4 e X’

D3 “Representa a area determinada pela fungcdo f, o eixo das
abscissaset=-4et=x

D4 “Representa a calculo da area da funcao a partir de -4 até um
determinado ponto escolhido no intervalo de -4 a 4”

Ds “O calculo da area de -4 a 4”

Ds “Representa a area delimitada pela reta de f{f), pelo eixo te se
inicia no ponto -4, finalizando na variavel x que deve ser maior
que -4 e menor que 4.”

D~ “Representa a area”

De um modo geral, os alunos relacionaram a funcdo F(x) com uma area.

Apesar de alguns deles se expressarem de maneira indevida como “area da funcao”,

querendo provavelmente dizer a area da regiao plana abaixo do grafico da funcao.

A sequir, esta apresentado um quadro com respostas dos itens (b) e (c).



Quadro 13 -

Resultados da atividade 4 — itens (b) e (¢)

Dupla Resposta item (b) Resposta item (c)

D4 “A variavel t representa a | “f(f) representa a altura dos
altura, pois para cada t|retangulos e dté o diferencial
encontramos um valor f{(f). A | que representa a variavel”
variavel x representa a
extremidade do intervalo”

D, “X representa o ponto extremo | “f(f) representa a altura e dt, a
da base e tos intervalos” base”

Ds “t & 0 eixo das abscissas e x é | “f(f) € a funcdo no ponto te adt
um ponto qualquer dessa | é o diferencial”
abscissa no intervalo de
[-4, 4]

D4 A variavel x podera ser | “f(t) corresponde a altura e df
qualquer valor no intervalo | é a base”
fechado -4 a 4, e t representa
0s pontos no eixo horizontal”

Ds “t & a variavel da funcao f(f) e | “f(f) é a variagao da altura e adt
X, 0 ultimo ponto que limitara a | da base”
regido, ou seja, & variavel da
funcéo que calcula a area.”

Ds “t € a base no eixo t, e x| “f(f) representa a altura e dt, a
representa a variavel da | base”
fungcéo F(x)”

D~ N&o respondeu N&ao respondeu
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Analisando estas respostas, percebe-se que a maioria dos estudantes
relacionou a variavel t com o eixo das abscissas. No entanto, a variavel x foi
associada com o extremo direito da figura por alguns alunos, e como um valor entre
-4 e 4, por outros. Além disso, os termos f(f) e dt foram identificados com a base e
com a altura dos retangulos, respectivamente. O que provavelmente ocorreu devido

a maneira como foi definida a integral.

Ja No item (d), todas as duplas responderam que f(f) é positivo e aumenta no
intervalo [-4, 4]. O quadro a seguir, resume as respostas dadas no item (e) que se
refere a funcéo F(x).

Quadro 14 - Resultados da atividade 4 — item (e)

Dupla Resposta

D4 “Positiva e crescente, pela analise do grafico.”

D, “Parte positiva e parte negativa, que varia conforme o valor de
t. A funcdo é crescente e notamos ao analisar o grafico.”

D3 “F(x) é positiva, pois f(f) > 0 e dt > 0. E crescente porque a

area aumenta conforme aumentamos o valor de x.”

D “Depende, pois se considerarmos um intervalo de -4 a 4, afim
de obter a area, a funcdo € positiva e crescente. Mas se
caminharmos de -4 a 4, a fungao é positiva e decrescente. No

entanto, a area formada é a mesma.”

Ds “F(x) é positiva e crescente. Positiva porque inicia em -4 e
pode chegar a 4. Crescente porque a cada aumento da base a

area aumenta.”

Ds “Positiva e crescente, pois a medida que se distancia do ponto

inicial (-4), a reta crescente varia a altura do retangulo.”

D, “Positiva e crescente.”
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Analisando as respostas dadas, ndo é possivel perceber se as duplas
compreenderam o significado da funcdo F(x) ou se estdo confundindo-a com f({),

uma vez que ambas s&o positivas e crescentes.

Por outro lado, a resposta e o desenho feito pela dupla D3 fornecem indicios
que estes alunos perceberam a diferenca entre as duas funcgdes, pois de fato

representaram uma area e observaram gue a mesma aumentaria se x aumentasse.

Figura 16 - Resposta da dupla D; para a atividade 4.

B, o= #

[NE o
Ll =
.
-

Em relacdo aos processos do PMA, percebe-se que no item (a) foram
combinados os processos de visualizacdo e sintese, uma vez que as duplas
associaram os conceitos de area e integral.

Nos itens (b) e (c) nota-se que o processo de visualizagdo néo foi combinado
com o de abstracdo, pois os alunos utilizaram somente a informacao do grafico para

analisar as variaveis t e x, relacionando-as com f(t) e F(x), respectivamente.
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Atividade 5

Enunciado: Seja f:[-4 , 4] > R uma funcédo cujo grafico esta dado na figura

abaixo:

(a) O que representa a funcao F(x) = If(t) at?

-4
(b) O que representam as variaveis te x?
(c) O que representam os termos f{f) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f{#) no intervalo [-4,4]? E positiva, negativa ou
nula? Varia ou permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua

resposta.

(e) Como se comporta a funcdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E
crescente, decrescente ou constante? Justifique sua resposta.

As respostas dos itens (a), (b) e (c) foram as mesmas da atividade 4. No item
(d), todas as duplas responderam que f(f) € negativo e diminui. O quadro a seguir,
resume as justificativas dadas no item (e) que se refere a funcao F(x)



92

Quadro 15 - Resultados da atividade 5 — item (e)

Dupla Resposta

D4 “Decrescente e negativa, pela analise do gréfico.”

D, “Parte positiva e parte negativa, que varia conforme o valor de

t. A funcdo é decrescente e notamos ao analisar o grafico.”

D3 “F(x) é negativa, pois f(t) < 0 e dt > 0. E decrescente porque a

area aumenta em moédulo.”

D4 “Negativa, pois a reta formada pela fungcdo estd totalmente
localizada na parte negativa do eixo vertical e a fungao é
decrescente no intervalo de -4 a 4. OBS: No intervalo de 4 a -
4, a funcéo é crescente e negativa.”

Ds “F(x) é positiva e decrescente. Positiva porque inicia em -4 e
pode chegar a 4. Decrescente porque a funcdo esta

diminuindo.”

Ds “Negativa e decrescente, pois a medida que se distancia do
ponto inicial (-4), a reta decrescente varia a altura do
retdngulo.”

D~ “Negativa e decrescente.”

Novamente, ndo é possivel concluir, se os alunos analisaram realmente a
funcdo F(x) ou se a estdo confundindo com f(f) uma vez que ambas sao negativas e
decrescentes. Somente a resposta da dupla D3 parece indicar uma analise da
funcéo F(x).
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Atividade 6

Enunciado: Seja f:[-4 , 4] > R uma funcédo cujo grafico esta dado na figura

abaixo:

»
Ll

L

(a) O que representa a funcao F(x) = If(t) at?

-4
(b) O que representam as variaveis te x?
(c) O que representam os termos f{f) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f(f) no intervalo [-4,4]? E positiva, negativa ou
nula? Varia ou permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua

resposta.

(e) Como se comporta a funcdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E

crescente, decrescente ou constante? Justifique sua resposta.

Nos itens (a), (b) e (c), as respostas dadas pelas duplas foram as mesmas da
atividade anterior. J& no item (d), todas as duplas responderam que f(f) além de ser

crescente, & negativa em um intervalo e positiva, em outro. No entanto, as duplas
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D+, D3 e D5 especificaram estes intervalos, informando que f(t) &€ negativa em [-4,-1],

positiva em |-1, 4]

enulaem t=-1.

Por outro lado, as respostas do item (e), que indaga sobre a funcao F(x),

estdo apresentadas no quadro a seguir.

Quadro 16 - Resultados da atividade 6 — item (e)
Dupla Resposta
D “Positiva parat > -1, nulaparat=-1e negativaparat<-1.”
D, “A maior parte é positiva e uma pequena parte é negativa. E
uma funcao crescente, analisando o grafico.”
D3 “F(x) é positiva no intervalo [-4 4], pois a area de [-1, 4] € maior

que a area de [-4, -1].”

D “E crescente se considerarmos o aumento de t e muda o sinal
dependendo de t.”

Ds “F(x) é positiva e crescente. Positiva porque inicia em -4 e
pode chegar a 4.”

Ds “Néao respondeu.”

D~ “Positiva, negativa e crescente.”

Analisando estas respostas, fica evidente que, exceto a dupla D3, as demais

realmente fizeram confusdo entre as fungdes F(x) e f(f), ou ndo perceberam o

significado de F(x), uma vez que F(x) € negativa no intervalo ]-4, 2[, positiva em ]2, 4]

e nula quando x =

-4 ou x = 2.

Em relagcdo aos processos do PMA, percebe-se que no item (a) foram

combinados os processos de visualizacdo e sintese, uma vez que as duplas

associaram os conceitos de area e integral.
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Atividade 7

Enunciado: Seja f:[0, 5] > R uma fungéo cujo gréafico esta dado na figura

abaixo:

4T f
31 * .
2+
t
1 | | ¢ ' O | I | >
2 -1 1 2 3 4 5 6 7

(a) O que representa a funcao F(x) = jf(t) at?
0

(b) O que representam as variaveis te x?
(c) O que representam os termos f{f) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f(f) no intervalo [0,5]? E positiva, negativa ou

nula? Varia ou permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua

resposta.

(e) Como se comporta a funcdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E

crescente, decrescente ou constante? Justifique sua resposta.

(f) A funcéo f(f) é continua? E F(x)?

Novamente, as respostas dos itens (a), (b) e (c) foram semelhantes as das
atividades 4, 5 e 6. A Unica diferenca foi a mudanca do intervalo de [-4, 4] para
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[0, 5]. Ja no item (d) a dupla D, afirmou que f(t) é positiva e constante. As demais

duplas responderam que f(f) € nula para 0 < f < 2, positiva e constante para 2 < f< 5.

A tabela abaixo ilustra as respostas dos itens (e) e (f).

Quadro 17 - Resultados da atividade 7 — itens (e) e (f)
Dupla Resposta (e) Resposta (f)
D “E nula para 0 < x < 2 e positiva e | “Tanto f(t) como F(x) ndo
constante para2<t<5” sao continuas no ponto 2.”
D, “E positiva e constante” “f(t) e F(xx) nédo sao
constantes, pois possuem
um salto do zero para o
trés.”
D3 “F(x) é positiva e crescente para | “f(t) ndo é continua, mas
X > 2, pois a area vai aumentando | F(x) sim.”
a partir deste ponto.”
Dy “E nula e, portanto, constante, | “Ndo sdo continuas no dois”
entre os pontos 0 <t < 2. E
constante e positiva (igual a trés)
no intervaloemque 2<t<5%”
Ds “F(x) é positiva e constante.” N&o respondeu.
Ds “Positiva e constante entre 2 e 5.” | “N&o sao continuas”
D~ “‘Nula em um intervalo e positiva | Nao respondeu.
e constante em outro.”

A dupla D3 indicou por mais de uma vez que percebeu exatamente qual é o

significado da funcdo F(x), tanto ao perceber que é crescente devido ao aspecto
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cumulativo, quanto a visualizar sua continuidade que também advém deste mesmo

aspecto.

As demais respostas confirmam que a maioria dos alunos confundiu as
fungdes f(f) e F(x), pois esta ultima é positiva e crescente no intervalo 2 < x < 5, e

nao constante.

Isto mostra que o processo de visualizagdo e abstracdo nao estiveram
presentes na maioria dos estudantes, uma vez que ndo conseguiram gerar uma
representacdo mental da funcdo F(x), confundindo-a com a representacao visual
(gréfica) de f{(1).

4.4. 42 SESSAO

Na quarta sessao, a pesquisadora retomou o0s principais resultados obtidos no
encontro anterior, percebendo que algumas duplas ja haviam comecado a discutir,
comparando suas respostas. No entanto, mesmo apds esta discussao, os alunos
nao perceberam a confuséo feita entre as funcdes fe F.

A pesquisadora optou por nao mostrar o erro cometido pela maioria, uma vez
que as atividades desta ultima sesséo retornariam a estas fungdes, solicitando uma

expressao algébrica para F.

Logo apds, entregou os Ultimos questionarios e continuou fazendo suas
observacdes. Ao final da sessao, recolheu as producdes das duplas e encerrou
agradecendo a participagao de todos.

A seguir, estdo descritas e analisadas as atividades desta sessédo que visa a
conjectura de que a derivagao e integracao sao operagdes reciprocas.
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Atividade 8

Enunciado:

(a) Sejam f(t)=t+3 e F(x)=jf(t) at, tal que x>1 e. Esboce o gréafico da
1
funcdo fe use a geometria para achar uma expressao para F(x).

(b) Calcule F'(x). O que vocé observa?

No item (a), todas as duplas comecaram determinando o ponto (1, (1)), ou
seja, (1, 4) e mais um ou dois pontos quaisquer para obter o grafico de f(f). Em
seguida, representaram x no eixo das abscissas e delimitaram a area que seria
calculada. No entanto, para efetuar este calculo, as duplas utilizaram estratégias
distintas:

e Af1: Utilizaram a férmula da area do trapézio;

e A2: Subdividiram a regidao obtida em um retangulo e um triangulo,
calcularam a area de cada uma destas figuras e somaram os dois valores
obtidos;

e NF: Nao fizeram.

A tabela a seguir mostra a estratégia de cada dupla:

Quadro 18 - Resultados da atividade 8 - item (a)

Dupla D1 D2 D3 D4 D5 DG D7

Estratégia A2 A1 A1 A1 A2 A1 NF
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Independentemente da estratégia utilizada para obter a expressao de F(x),
todas as duplas que fizeram a atividade, exceto Ds, encontraram a expressao

2 2 —
Correta, ou Seja, F(X) :X?-FSX—% ou F(X) :%

Figura 17 - Resposta da dupla D; para a atividade 8.

A dupla Ds, apesar de ter escrito corretamente as areas do retangulo e do
tridngulo, ndo obteve esta expressao, pois cometeu um erro ao desenvolver o termo

(x—1).(x—1), como ilustra a figura a seguir:
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Figura 18 - Resposta da dupla Ds para a atividade 8.

8

Vale ressaltar que a dupla D4, obteve a expressao de F(x) somente apos
tentar resolver o item (b) que solicitava calcular F’(x). Em um primeiro momento, os
integrantes da dupla escolheram x = 5 e calcularam F(5) = 24. O dialogo abaixo

narra este momento:

Aluno A: - E agora? Como vamos calcular F’(x). Ndo temos x na expressao.

Aluno B: - Acho que a gente ndo podia ter escolhido x = 5.

Aluno A: - Mas e ai? Como vamos fazer sem este numero?

Aluno B: - Acho que é igual a outra atividade que fizemos. Deixa como x mesmo, e
usa f(x) na altura.

No item (b), todas as duplas que obtiveram a expressao correta de F(x),
calcularam a derivada e observaram que F ’(x) = f(x). Somente a dupla Ds ndo

x2 —x

chegou a esta conclusao, uma vez que encontrou F(x)=4x—-4+ pelo fato de

, . ] 2x -1
ter cometido um erro algébrico. Dessa forma, concluiram que F'(x)=4+

e

observaram que é uma funcao do 12 grau, sem poder com isto, relacionar a derivada
de Fcoma f.



101

Em relacdo aos processos do PMA, percebe-se que as duplas utilizaram os
de visualizacdo, representacdo e mudanca entre diferentes representacées ao
partirem da expressdo algébrica para a grafica e identificar a area que seria
calculada. Além disso, 0 processo de sintese esteve presente ao relacionarem os

conceitos de funcéo e area na obtencao da expressao de F(x).

Atividade 9

Enunciado:

(a) Sejam f(t)=-2t-2 e F(x) =If(t) dt, tal que x>1 e. Esboce o gréfico da
1
fungéo fe use a geometria para achar uma expressao para F(x).

(b) Calcule F'(x). O que vocé observa?

No item (a), todas as duplas comeg¢aram determinando o ponto (1, f(1)), ou
seja, (1, - 4) e mais um ou dois pontos quaisquer para obter o grafico de f(f). Em
seguida, as seguintes estratégias foram utilizadas:

e E1: Representaram x no eixo das abscissas, delimitaram a regiao para

calcular a area, utilizando a férmula da area do trapézio;

e E2: Representaram x no eixo das abscissas, delimitaram a regido para

calcular a area, utilizando as féormulas da area do retangulo e do triangulo;
e E3: Escolheram x =5 e calcularam a area do trapézio;

e NF: Nao fizeram.



A tabela a seguir mostra a estratégia de cada dupla:

Quadro 19 - Resultados da atividade 9 - item (a)
Dupla D1 D2 D3 D4 D5 De D7
Estratégia E1 E1 E1 E3 E2 E1 NF

A dupla D4, que fez o calculo para um valor especifico de x, observou que o

resultado de F(x) deveria ser negativo, uma fez que f(f) & negativa. A figura a seguir

ilustra este procedimento:

Figura 19 - Resposta da dupla D, para a atividade 9.
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AR T =
4 , Flt] - detricendee
I,.Jl.r 7 ff,a"l‘rf ff— ‘//{ e Yﬂ"‘fL%
/ ) A7/ ) g 7\
7 | - ) J (=202l (o]
I/ + / /‘J’
-.({ ‘_c- r\ | —'f £ ¥
!} ' | Lt f’/ft):n";c
e el 13.4%(8’) T
f | L ‘2‘_ : L
I 'f:'. - f‘lf £ :
(=<1 L

As duplas Dy, D2, D3 e Dg obtiveram a expressao correta para F(x), ou seja,

F(x)=-x?—-2x+3. Por outro lado, a dupla Ds ndo encontrou esta expressdo, pois

cometeu um erro no calculo da area do triangulo. Afirmou que a altura deste seria

dada por x, ao invés de -2x + 2, conforme mostra a seguinte ilustragao:
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Figura 20 - Resposta da dupla Ds para a atividade 9.

achar uma express3o para F(x)

No item (b), todas as duplas que obtiveram F(x)=-x®-2x+3, concluiram
que F’(x) = f(x). Somente a dupla Ds ndo chegou a esta conclusdo, uma vez que

2 - J—
X X. Dessa forma, concluiram que F'(x)=—4+2x2 1

encontrou F(x)=-4x+4+

e observaram que é uma funcao do 1° grau.

Novamente, foram mobilizados os processos de visualizagdo, representacao,

mudanca entre diferentes representagdes e sintese para obter a area desejada.
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Atividade 10

Enunciado:

0 setc?2

(a) Sejam f(t):{1 e 152

X
e F(x):jf(t) at, tal que x>1 e. Esboce o
1

grafico da funcdo f e use a geometria para achar uma expressao para
F(x).

(b) Calcule F'(x). O que vocé observa?

As duplas D4, Ds e D7 ndo fizeram esta atividade.

No item (a), as duplas D, e D3 construiram o grafico de f, fazendo x =2 1 e

utilizaram a férmula da area do retangulo, conforme mostra a figura abaixo:

Figura 21 - Resposta da dupla D, para a atividade 10 (a).

As duplas Dy e Dg também fizeram o grafico de f, mas nao observaram que x
deveria ser maior ou igual a um. Em seguida, também utilizaram a férmula da area

do retangulo.
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Figura 22 - Resposta da dupla D, para a atividade 10 (a).

FAren J > Fetomg D
f q
. Do— N X—2 b s P
—i ; . '
i = b4

Para responder o item (b), todas as duplas que encontraram a expressao de
F(x), calcularam a derivada de cada uma das partes de F(x). Além disso, a dupla D3
fez também um esboco do grafico de F, conforme mostra figura abaixo:

Figura 23 - Resposta da dupla D; para a atividade 10 (b).

=

Entretanto, ninguém observou que a derivada em x = 2, deveria ser calculada
pela definicdo, utilizando os limites laterais:

jim £ (X)

x—2" X

F(2) -0 .
=1e lim
2 x—2"  X=2 X—2° X=2 x—2" X=2

Neste caso, como lim # lim , ndo existe F(2).
x—2"  x—27
Dessa forma, o objetivo de que utilizassem este exercicio para constatar a
necessidade da funcao f ser continua em determinado intervalo, afim de que F seja

derivavel, nao foi atingido.
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Em relacdo aos processos do PMA, observa-se que os de visualizagao,
representacdo, mudanca entre diferentes representacées e sintese estiveram
presentes na obtencao da area. No entanto, ndo foi feita uma analise atenciosa da
funcdo F(x), ao calcularem sua derivada, uma vez que sequer mencionaram a

necessidade de calcula-la utilizando a definigao por limite em x = 2.

Atividade 11

Enunciado: Suponha que f seja uma fungao continua em um intervalo [a, b] e

X

definimos uma nova funcédo g pela equacéao g(x)sz(t) dt. Com base nos

a

seus resultados dos problemas anteriores, conjecture uma expressao para

g'(x).

As duplas D4, Do, D3 e Dg concluiram que g'(x) = f(x). As demais nao

responderam esta questao.

Em relacdo aos processos do PMA, percebe-se que estas duplas realizaram

0s processos de analise e generalizagao.

Enfim, diante de tudo o que foi exposto e analisado neste estudo, pode-se
perceber que as atividades elaboradas no instrumento de pesquisa propiciaram o
desenvolvimento dos seguintes processos do PMA: visualizagéo, representacao e
mudanca entre diferentes representacgdes, intuicao, definicao, descoberta, validagao,

generalizacao, sintese e abstracdo. O que possibilitou que muitos dos participantes

X
conjecturassem que a derivando a funcéo F dada por F(x)= If(t) dt obtém-se f, ou
a

seja, que a derivacao e integracdo sao operagdes inversas uma da outra.
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CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo desta pesquisa era de investigar quais processos mentais
poderiam intervir e serem combinados pelos alunos no desenvolvimento de

X
atividades envolvendo a expressao F(x)= _[f(t)dt. Além disso, verificar se esse tipo
a

de atividade favoreceria a compreensdo das ideias centrais que envolvem o

Teorema Fundamental do Calculo.

A escolha pelo TFC foi motivada pelo fato de que este relaciona os principais
conceitos do Célculo: derivada e integral. Além disso, apesar de existirem pesquisas
em Educacdo Matematica relacionadas a este teorema, poucas apresentam como

foco o processo de ensino e aprendizagem do mesmo.

Por outro lado, algumas pesquisas indicam que o método de ensino baseado
no modelo exposicao tedrica — exemplos — exercicios favorece a algoritmizacao da
Matematica, ndo permitindo aos alunos raciocinar para a constru¢cao do seu préprio

conhecimento.

Sendo assim, este trabalho fundamentou-se no texto de Tommy Dreyfus,
intitulado “Processos do Pensamento Matematico Avancado”, que privilegia o ensino
por descoberta, por tentativa e erro.

Para a obtencao de dados do presente estudo, foi elaborado um instrumento
de pesquisa que foi respondido por alunos de Licenciatura em Matematica. O

experimento se realizou em quatro sessoes.

A primeira sessao tinha por objetivo construir a funcéo area a partir de uma
figura limitada pelo grafico de uma fungdo do 1° grau e pelo eixo das abscissas, bem

como, investigar quais procedimentos poderiam ser utilizados para determinar a area
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ao trocar a funcédo do 1° grau por uma de 2°. A andlise dos protocolos indicou que a
maioria dos alunos encontrou dificuldades para obter a expressao solicitada, pois

nao souberam converter informacgdes graficas em algébricas.

Por outro lado, a obtencao de procedimentos para o calculo da area limitada
pela parabola ocorreu de modo satisfatério, uma vez que os estudantes perceberam
que seria necessario dividir a regiao em figuras regulares para obter um valor
aproximado da area. Além disso, observaram que quanto mais subdivisdes fossem
feitas, melhor seria o resultado obtido.

Em relacdo aos processos do PMA, constatou-se que foram mobilizados os
de visualizacao, representacdo, mudanca entre diferentes representacdes, definicao,

validacao, descoberta, generalizacao e sintese.

A segunda sessao visava definir as somas amostrais de Riemann visando a
construcédo do conceito de integral. Para tanto, foi utilizado o software Winplot com o
intuito de obter valores aproximados da area de uma regido limitada superiormente

por uma parabola. Estes calculos foram feitos utilizando dois métodos distintos.

A analise dos protocolos mostrou que os alunos perceberam que ao aumentar
o0 numero de subdivisbes do intervalo, o valor da area também aumentava. Além
disso, observaram que, em um dos métodos, para um mesmo numero de
subdivisdes, a area mudava sempre que solicitavam um novo calculo. Entretanto,
uma das duplas constatou que para um namero de subintervalos maior que 100.000,
a area obtida pelos dois métodos eram iguais até a segunda casa decimal.

Em relagdo aos processos do PMA, foram utilizados os de visualizagéo,
representacdo, mudanca entre diferentes representagdes, descoberta, intuicao,

validacéo e generalizacao.

Vale ressaltar que esta sessao foi muito aproveitada pelos estudantes que se
sentiram motivados apds a utilizacdo do Winplot. Um aluno comentou: “sem este
programa, eu jamais teria percebido estas relagdes”. Isto pode indicar que a escolha
pelo uso de um software nesta pesquisa foi adequada, uma vez que favoreceu a

mobilizacdo dos processos de intuicdo, descoberta e validagao.
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A terceira sessao tinha por objetivo explorar as propriedades da funcgéo

F(x)= Jf(t) dt e as relagcdes entre a funcdo F e os componentes que a definem. A

a
analise dos protocolos indicou que os estudantes apresentaram dificuldades em
diferenciar as fungdes f e F. Apesar de terem associado F a area da regiao
compreendida pelo grafico de f e pelo eixo t, confundiram as duas ao analisar o
comportamento de F. Para fazer tal analise, os estudantes ndo dispunham do
grafico, e nem da expressao algébrica, desta funcédo, o que provavelmente foi um

obstaculo.

Isto pode mostrar que as dificuldades em relacionar o comportamento da
funcdo F com o da f, sdo de natureza intrinseca aos conceitos envolvidos e que
claramente as dificuldades ndo seriam superadas apenas com as atividades
realizadas nesta pesquisa, e isso nem era o0 esperado.

Vale ressaltar que uma das duplas percebeu o real significado de F,
atribuindo-lhe uma caracteristica cumulativa. Em uma das atividades também

conseguiu fazer um esboco do seu grafico, comprovando seu entendimento.

A quarta sessao visava a conjectura de que a derivacao e integracao sao
operacdes reciprocas. A analise dos protocolos revelou que a maioria das duplas

X
conseguiu estabelecer que se F(x)= If(t) dt, entdo F’ = f. No entanto, nenhum dos

a

participantes observou a necessidade de que ffosse continua.

Por outro lado, as duplas que ndo conseguiram concluir que F’ = f, ndo o
fizeram por diferentes razées. Uma delas respondeu completamente a primeira
atividade, iniciou a resolucdo da segunda e deixou as atividades restantes em
branco, talvez por achar que fossem similares e ndo trariam novas informacdes. As

outras aparentemente perderam o interesse.

Em relacédo aos processos do PMA, percebe-se que foram mobilizados os de
visualizagao, representacdo e mudanca entre diferentes representacdes, sintese,

andlise e generalizacao.
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Dessa forma, os resultados obtidos podem mostrar que as escolhas feitas na
elaboracdo do instrumento de coleta foram adequadas e que o objetivo da pesquisa
foi atingido, uma vez que muitos dos participantes conjecturaram que a derivacéo e
integracdo sao operacgdes inversas uma da outra.

Além disso, a pesquisa aponta para outras questdes que poderiam ser temas
de estudos mais aprofundados, como por exemplo, quais as contribuicbes de
atividades baseadas em um ensino por descoberta para a aprendizagem de
conceitos matematicos? Quais os efeitos do uso de uma ferramenta computacional

no ensino e aprendizagem de conceitos relacionados a derivada e integral?

Enfim, espera-se que a elaboracao deste trabalho possa auxiliar e estimular
novas pesquisas sobre o assunto, além de reforcar a importancia de atividades que
permitam os alunos apropriarem-se de inter-relagdes entre conceitos envolvidos no

Teorema Fundamental do Calculo.
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ANEXO - QUESTIONARIO

Nome

Nome

Atividade 1

(a) Construa o grafico da funcdo f(t)=2t+1 e use alguma féormula da geometria para achar a
area da regido limitada pelo grafico da funcdo f, pelo eixo t e pelas retas verticais t =1 e

t=3.

(b) Considerando x, um numero maior do que um e diferente de trés, use alguma féormula da

0
geometria para achar a area da regido limitada pelo grafico da fungdo f, pelo eixo t e pelas

retas verticais t=1 e t = X -
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(c) Se x>1, seja A(x) a area da regido limitada pelo grafico da funcdo f, pelo eixo t e pelas

retas verticais t =1 e t = x . Ache uma expressao (em fungado de x) para A(x) .

(d) O que representam as variaveis t e x?
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Atividade 2

(a) Esboce o grafico da fungdo f(t) = t?> +1 e assinale a regido do plano limitada pelo grafico da

funcao f, pelos eixos coordenados e pela reta vertical t = 4.

(b) E possivel usar férmulas da geometria para calcular exatamente a area da regido acima

descrita? Justifique sua resposta.
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(c) Se ndo encontrou uma maneira de efetuar o calculo exato da area da regido descrita no item

(a), ache uma aproximacao para a mesma.

(d) E possivel melhorar a estimativa feita no item anterior? Justifique sua resposta.
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Nome

Nome

Atividade 3

Parte I

(a) Utilize o programa Winplot para construir o grafico da fungdo f(t) = t% +1. Digite Ctrl + V e
ajuste a tela de visualizagdo do grafico alterando a janela “esquerdo” para - 2, “direito” para 8,
“inferior” para — 2 e “superior” para 17 (somente a opcdo “cantos” deve estar selecionada).

Clique em “aplicar” e, em seguida, em “fechar”.

(b) Aperte a tecla F7. Na janela “lim inferior” digite 0. Na janela “lim superior” digite 4. Na janela
“sub-intervalos” digite 2. Selecione apenas a opgao “ponto a esq:” (as demais, devem estar

desabilitadas) Selecione a opgao “visualizar” e clique em “definida”. Preencha o quadro abaixo:

R Medida Abscissas dos Medida da .
Retangulo L Area
da base vertices da base altura
10 2 ty= 0 t,= 2 1 2
20 t= t,=
Area total =
Aty = t,— t, = ;oAb = t,- =

(c) Repita o procedimento do item (b), alterando o nimero de subintervalos para 4.

R Medida Abscissas dos Medida da .
Retangulo L Area
da base vértices da base altura
10 ty= t=
20 t= t,=
30 t2: t3:
40 t= t,=
Area total =
Aty = t,— t, = ;oAb = t,- t = pAt, = t,- by =



(d) Altere o nimero de subintervalos para 8.

Retangulo Medida f\bscissas dos Medida da hrea
da base vértices da base altura
10 ty= t,=
20 t1= tzz
30 t= ty=
40 t3: t4:
5o t4= tS:
60 t= te=
70 t6: t7:
80 t7= t8:
Area total =
Atl = tl— to = ; Atz = = ; At8 = =

(e) Altere o nimero de subintervalos para 16.

R Medida Abscissas dos Medida da .
Retangulo L Area
da base vertices da base altura
10 ty= t=
20 t= t,=
30 t2: t3:
110 tyo= ty=
16° tis= 6=
i-ésimo t,'_lz t,':
Area total =
Aty = t,— t, = At = = ;AL = =
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(f) Se alterarmos o numero de subintervalos para 32, qual serd a soma das areas dos retangulos?

(g) Se alterarmos o numero de subintervalos para 64, qual serd a soma das areas dos retangulos?

(h) Se alterarmos o numero de subintervalos para 128, qual serd a soma das areas dos

retangulos?

(i) Se alterarmos o numero de subintervalos para 256, qual serd a soma das areas dos

retangulos?

n
De modo geral, a soma das areas dos retangulos obtidos é dada por A = Z f(t, )AL, ,
i=1

sendo t, <t <...<t =4

Parte II

(a) Desmarque a opgdo “ponto a esq:” e selecione “aleatoério”. Altere o nimero de subintervalos

para 8 e clique em “definida”.

A soma das areas dos retangulos é

Observe o0 49 retangulo.
A medida da base é

A altura desse retangulo é f(t;)?

E f(t,)?

Existe um valor ¢, com t; < ¢ <t,, tal que a altura desse retangulo é f(c)?
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(b) Sem fazer nenhuma alteracgao, clique em “definida” novamente.

A soma das areas dos retangulos é

Observe o 40 retangulo.

A medida da base é

A altura desse retangulo é f(t5)?

E f(t,)?
Existe um valor ¢, com t; < c <t,, tal que a altura desse retangulo € f(c)?

O valor de c deste item é o mesmo encontrado no item (a)?

(c) Sem fazer nenhuma alteracgao, clique em “definida” novamente.

A soma das areas dos retangulos é

Observe o 40 retangulo.

A medida da base é

A altura desse retangulo é f(t5)?

E f(t,)?

Existe um valor ¢, com t; <c <t,, tal que a altura desse retangulo é f(c) ?

O valor de c deste item é o mesmo encontrado no item (a)?

E o mesmo do item (b)?

(d) De quantas maneiras vocé acha que possivel escolher o valor de ¢, com t; <c<t,?

n
De modo geral, a soma das areas dos retdngulos obtidos, é dada por A = z f(c,)At; ,
i=1

sendo C. um ponto arbitrario do i-ésimo intervalo (tl._l <Cc< tl.)

(e) Que diferencas vocé observa entre a aproximacdo das areas calculadas utilizando a opgdo
“ponto a esquerda” e a opgdo “aleatorio”?
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Nome

Nome

Atividade 4

Seja f :[-4, 4] - R uma funcgdo cujo grafico esta dado na figura abaixo:

X
(a) O que representa a fungdo F(x) = .[f(t) dt?
-4

(b) O que representam as variaveis t e x?
(c) O que representam os termos f(t) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f(t) no intervalo [-4,4]? E positiva, negativa ou nula? Varia ou

permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua resposta.

(e) Como se comporta a funcdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E crescente, decrescente ou

constante? Justifique sua resposta.
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Atividade 5

Seja f :[-4,4] - R uma fungdo cujo grafico estd dado na figura abaixo:

Y
1+
t
| e b —
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 €
-1 T
\‘\
-4
_5—_
-6+
-7 1T

X
(@) O que representa a funcdo F(x) = If(t) dt?
-4

(b) O que representam as variaveis t e x?
(c) O que representam os termos f(t) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f(t) no intervalo [-4,4]? E positiva, negativa ou nula? Varia ou

permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua resposta.

(e) Como se comporta a fungdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E crescente, decrescente ou

constante? Justifique sua resposta.
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Atividade 6

Seja f:[-4, 4] - R uma funcgdo cujo grafico esta dado na figura abaixo:

L

X
(@) O que representa a funcdo F(x) = .[f(t) dt?
-4

(b) O que representam as variaveis t e x?
(c) O que representam os termos f(t) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f(t) no intervalo [-4,4]? E positiva, negativa ou nula? Varia ou

permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua resposta.

(e) Como se comporta a fungdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E crescente, decrescente ou

constante? Justifique sua resposta.
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Atividade 7

Seja f:[0,5] = R uma funcdo cujo grafico esta dado na figura abaixo:

g
5__
4 f
34 ° '
2t
t
| | | ’ ! O | | | | >
2 -1 1 2 3 4 5 6 7
_1 —_4
_2 —_
_3 —_
- =

X
(@) O que representa a fungao F(x) = J-f(t) dat?
0

(b) O que representam as variaveis t e x?
(c) O que representam os termos f(t) e dt?

(d) O que podemos afirmar de f(t) no intervalo [-4,4]? E positiva, negativa ou nula? Varia ou

permanece constante? Aumenta ou diminui? Justifique sua resposta.

(e) Como se comporta a fungdo F(x)? E positiva, negativa ou nula? E crescente, decrescente ou

constante? Justifique sua resposta.

(f) A fungdo f(t) é continua? E F(x)?
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Nome

Nome

Atividade 8

X
(@) Sejam f(t)=t+3 e F(x):.[f(t) dt, tal que x=>1. Esboce o grafico da fungdo f e use a
1

geometria para achar uma expressao para F(x).

(b) Calcule F'(x). O que vocé observa?
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Atividade 9

X
(a) Sejam f(t)=-2t-2 e F(x)= If(t) dt, tal que x >=1. Esboce o grafico da funcdo f e use a
1

geometria para achar uma expressao para F(x).

(b) Calcule F'(x). O que vocé observa?
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Atividade 10

0 set<?2

(a) Sejam f(t) = {1 se t>2

X
e F(x) = jf(t) dt, tal que x >1. Esboce o grafico da fungdo f e use
1

a geometria para achar uma expressao para F(x).

(b) Calcule F'(x). O que vocé observa?
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Atividade 11

Suponha que f seja uma funcdo continua em um intervalo [a, b] e definimos uma nova fungdo g

X
pela equagdo g(x) = .[f(t) dt . Com base nos seus resultados dos problemas anteriores, conjecture
a

uma expressao para g'(x).



