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RESUMO

INTEGRANDO A GEOMETRIA COM A ALGEBRA NA CONSTRUGAO DE
EXPRESSOES ALGEBRICAS

O objetivo dessa pesquisa é o estudo dos fenbmenos que interferem no sistema de
ensino-aprendizagem do conceito de expressdes algébricas no Ensino Fundamental.
Além disso, apresenta uma proposta de ensino do conceito de expressao algébrica,
utilizando a Geometria como instrumento de construgcéao e proporciona uma reflexao
sobre a aprendizagem desse conteudo por meio de uma sequéncia didatica
envolvendo o conceito de area como instrumento principal de construgdo do

conhecimento matematico, assim como os processos de decomposicido e

composicao de figuras planas, equicomposig¢ao de figuras, equivaléncia de areas. As

seguintes hipoteses nortearam o desenvolvimento das diferentes atividades
propostas:

* a escolha de situagdes-problema envolvendo determinacédo de areas de figuras
geomeétricas, em particular area de retangulos, possibilitando as comparagdes
dessas figuras em termos de area como grandeza.

« estudar a area como grandeza, levando a construgao das expressdes algébricas
generalizadas.

« uma proposta de ensino-aprendizagem do conceito de expressao algébrica,
utilizando-se dos conceitos geométricos, como o conceito de area, 0os processos
de decomposicdo e composicdo de figuras planas, possibilitando ao aluno
condigbes favoraveis a aprendizagem deste conceito.

Esta pesquisa esta fundamentada principalmente em duas teorias: a Dialética

Ferramenta-Objeto e a Mudanga de Quadros de Régine Douady (1986) e na teoria

de Registros de representagao Semidtica de Raymond Duval (1993,1994,1995). A

metodologia adotada seguiu os principios da Engenharia Didatica. A pesquisa

envolveu professores do Ensino Fundamental e Médio e foi aplicada numa turma de
alunos da 72 série do Ensino Fundamental.

Palavras-Chave: expressdes algébricas, conceito de area, conceitos geométricos,
ferramentas, equicomposi¢cao, decomposicdo, composicdo, perimetro, ensino-
aprendizagem, grandeza, generalizagdo, quadro e registro.



ABSTRACT

INTEGRATION OF GEOMETRY WITH ALGEBRA IN THE CONSTRUCTION OF
ALGEBRAICS EXPRESSIONS.

The objective of this research is to study phenomena that influence the teaching and
learning of the concept of algebraic expressions in Elementary Education (students
aged 7-15). It presents a teaching proposal for the conception of Algebraic
Expressions; uses the Geometry as a tool of construction and provide a reflection
about the learning of this concept through a teaching didactic sequence involving the
concept of area as principal tool to construction of mathematic knowledge, as well as,
the processes of decomposition and composition of planes figures, equicomposition
of figures and area equivalents. The following hypothesis guided the development of
the different activities proposed:

* choose of problem situations involving determinate on of the areas of geometrical
figures, in particular the area of rectangle, allowing comparisons these of figures
using, area as magnitude

+ to study area as a magnitude and leading to the construction of generalized
algebraic expressions.

+ a proposal for teaching and learning the concept of algebraic expressions,
making use of the geometric concepts, like area concept, decomposing and
composing processes of plan figures, this allows the student favorable conditions
to learning this concept.

This research is based mainly on two theories: the Tool-Object Dialectic and the

Change of Pictures of Reégine Douady (1987) and Registries of Semiotic

Representation of Raymond Duval (1993). The adopted methodology follows the

principles of the Didactical Engineering. The research involved teachers and students

of the 7" grade of Elementary Education.

Key-words: algebraics expressions, area concept, geometrics concepts, tool,
equicomposition, decomposition, composition, perimeter, teaching-learning,
magnitude, generalization, picture and register.
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INTRODUGAO

Nesta pesquisa, procuramos investigar os procedimentos utilizados pelos
alunos da 72 série do Ensino Fundamental na aprendizagem dos objetos
matematicos contidos no campo da Algebra, sabendo-se que o campo algébrico é

composto por diversos conceitos matematicos.

Para selecionarmos nosso objeto de estudo nesta pesquisa, realizamos uma
longa andlise sobre os métodos de ensino utilizados na Algebra, a minha
experiéncia docente e discussdes com outros docentes da area de matematica a
respeito dos conceitos algébricos, nos quais os alunos apresentam muita dificuldade.
Além disso consideramos, também, as pesquisas realizadas a respeito dos

conceitos algébricos.

Sendo assim, escolhemos, como objeto de estudo de nossa pesquisa, as
“Expressdes Algébricas”. Este objeto matematico vem sendo tema de estudo
freqlente das pesquisas cientificas no campo da Educagdao Matematica, por ser

considerado um dos conceitos no qual os alunos apresentam maior dificuldade .

Este trabalho procura analisar e propor uma proposta de ensino -
aprendizagem para os conceitos algébricos, através da integracdo da Algebra como
os demais ramos da Matematica. No caso do nosso projeto, procuramos integrar a
Geometria com a Algebra por meio da utilizacdo de algumas ferramentas, tais como:
o conceito de Area de figuras planas, processo de decomposicdo e composicdo de
figuras planas, equivaléncia entre as expressdes, e entre outros recursos; levando

os alunos a construirem a nogao de expressao algébrica.
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Nosso objetivo foi buscar um modelo de ensino para as expressdes
algébricas, de maneira que esta nogéo seja construida de forma significativa pelo
aluno, considerando e valorizando os seus conhecimentos matematicos anteriores,
além de procurar compreender os erros dos alunos cometidos durante o processo de
aprendizagem deste conceito e tentar propor novas alternativas que amenizem estas

situacodes.

As motivacdes que nos levaram a adotar este tema e que nortearam nossa
pesquisa foram as dificuldades que os alunos enfrentam para compreender as
nocdes algébricas e os erros cometidos pelos alunos durante a resolugao de
problemas propostos, tais como: o erro de concatenacao, auséncia de parénteses, a
dificuldade em transformar o pensamento aritmético em algébrico, e a manipulagéo

das expressdes algébricas.

Para buscarmos alternativas para solucionar estes problemas no campo da
Algebra e desenvolvermos um modelo de ensino adequado, adotamos como
referencial tedrico a “Dialética Ferramenta-Objeto” e o “Jogo de Quadros”
desenvolvidos por Régine Douady (1989) nas pesquisas realizadas no sistema de
ensino francés, no qual os alunos apresentavam dificuldades semelhantes aos

nossos alunos brasileiros.

Privilegiamos as pesquisas de Booth (1984,1988), Kieran (1989, 1992),
Mason (1996), Douady-Perrin-Glorian (1989), Baltar (2000), Nakamura (2003),
Facco (2003), Rico (1994), Lemonyne, Conne e Brun (1993), que consideram a
hipétese de que os erros dos alunos em Algebra estéo diretamente relacionados aos

habitos dos alunos desenvolvidos ao longo dos estudos primarios.

A escolha do tema deu-se através de um longo estudo e analise das

pesquisas realizadas na area de Algebra e pelas dificuldades enfrentadas pelos
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alunos durante o processo de aprendizagem das nog¢des algébricas, além dos outros

fatores apresentados anteriormente na fundamentacao tedrica desta pesquisa.

Nossa pesquisa foi realizada em uma Escola Estadual do Estado de Séao
Paulo, localizada na regiao sul da cidade de Sao Paulo. O publico alvo de estudo foi
uma classe de 72 série do Ensino Fundamental, composta por 45 alunos de 12 a 15
anos na qual aplicamos e desenvolvemos a sequéncia didatica, composta por 12
atividades, buscando construir uma metodologia de ensino para a nogao de
expressao algébrica, através da Geometria, procurando dar significado a este

conhecimento matematico.

Nosso trabalho esta organizado em cinco capitulos, sendo que no Capitulo 1
abordamos: A Pesquisa: um plano em perspectiva, no qual apresentamos os
seguintes topicos: Antecedentes e Motivagoes, Justificativa, Fundamentagao
Teérica, Metodologia de ensino e procedimentos metodolégicos; no Capitulo 2
Integrando a Geometria e a Algebra, apresentando um panorama histérico sobre
esta relagao entre os ramos da Matematica; no Capitulo 3 fazemos referéncias a
nocao de Grandeza; no Capitulo 4 o Erro como uma possibilidade de
aprendizagem, tratando e discutindo os Erros e dificuldades dos alunos na
aprendizagem da Algebra; no Capitulo 5 A pesquisa: um plano em agio
apresentamos a sequéncia didatica, analise a priori, analise a posteriori, € analise
dos resultados a luz das teorias da “Dialética Ferramenta-Objeto”, o “Jogo de
Quadros”, teorias desenvolvidas por Régine Douady (1989) e a “Teoria de Registros
de Representagbes” desenvolvida por Raymond Duval (1993). Além disso,
comparamos os erros dos alunos mostrados nas pesquisas cientificas, como aqui

apresentados.
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Ao final, apresentamos as Considerag¢oes Finais, seguida por Referéncias
Bibliograficas e pelos Anexos referentes ao instrumento piloto, ficha de atividades

da sequéncia didatica, e os protocolos dos alunos.
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CAPITULO 1. A PESQUISA: UM PLANO EM PERSPECTIVA

1.1 Antecedentes e Motivagao

Na trajetoria da vida escolar, a aprendizagem da Matematica €, para muitas
pessoas, motivo de lembrangas algumas vezes agradaveis e outras vezes nem
tanto. Cada individuo que tem experiéncias com esta disciplina, pode ter
sentimentos que vao desde a paixdo até o odio declarado a ela. Somente atraves
desse relato, ja justificaria uma investigagdo sobre as causas de comportamentos
tdo variados com relagdo a esta disciplina que, para muitos, € conhecida como a

rainha das ciéncias.

Muitos pesquisadores tém-se empenhado em buscar explicagdes para os
sucessos e insucessos dos que se aventuram pelos caminhos da aprendizagem da

Matematica.

Minha relagdo com as questdes sobre o ensino-aprendizagem da Matematica
vem se consolidando ao longo da minha trajetéria docente. As primeiras reflexdes
sobre as dificuldades enfrentadas pelos alunos na aprendizagem da Matematica
surgiram quando estava cursando o terceiro ano de Engenharia Quimica na
Universidade Mackenzie, em 1992, quando comecei a lecionar Matematica e
Quimica para o Ensino Fundamental e Médio. Percebi, nesta época, a necessidade
de desenvolver novas metodologias para o ensino-aprendizagem da Matematica.
Ap6s concluir o curso de Engenharia Quimica, ingressei no curso de Licenciatura em
Matematica na PUC-SP e, tive a oportunidade de aprofundar meus estudos sobre os

conceitos matematicos nas areas de Geometria, Algebra, Estatistica, Historia da
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Matematica, Trigonometria, Informatica, entre outras. Os conteudos desenvolvidos
durante o curso tornaram-se ferramentas essenciais para entender o processo de
ensino e aprendizagem da Matematica e buscar meios para melhorar 0 meu

desempenho profissional junto aos alunos.

Durante minha trajetéria no campo Matematico, descobri que duas areas
despertaram a minha atenc&o: uma delas, a Algebra, interesse originado na época
escolar e, a Geometria, que durante o curso mudou o0 meu ponto de vista na questao
de ensino e aprendizagem dos alunos. Essa mudanga de visdo a respeito da
Geometria ocorreu, pois, durante a licenciatura, quando aprofundei os
conhecimentos matematicos através de leituras de livros, artigos que relacionavam e
utilizavam a Geometria como ferramenta de construcdo de outros conhecimentos
matematicos, além de conhecer as biografias dos matematicos como: Tales, Euler,
Arquimedes, Platao, entre outros. Outros fatos, que me despertaram o interesse pela
Geometria foram as diversas aplicagdes do teorema de Pitagoras para solucionar os
problemas matematicos, e desenvolver outras férmulas algébricas, assim como, a

distancia entre dois pontos, que é utilizado na Geometria Analitica.

Concluida a graduagao e desejando aprimorar meus conhecimentos, decidi
ingressar no Mestrado Académico em Educacdo Matematica na PUC-SP. Durante
as reunides realizadas nos grupos de pesquisas dos quais participei, percebei que
as dificuldades enfrentadas pelos alunos na aprendizagem dos conceitos algébricos
eram comuns tanto nos cursos de Ensino Médio, como do Ensino Fundamental,
através dos relatos e observacdes feitos pelos docentes e pelos pesquisadores da
comunidade cientifica de Educacao Matematica. Além disso, realizei um longo

estudo a respeito das pesquisas feitas no campo da Algebra e varias discussées
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com meus orientadores sobre os conceitos abordados nas pesquisas, para

decidirmos qual seria o objeto de estudo de nossa pesquisa.

1.2 Justificativa

Como o campo da Algebra é composto por diversos conceitos algébricos,
tivemos que selecionar um deles para ser nosso objeto de estudo. Para isso,
recorremos a nossa experiéncia docente e as conversas informais realizadas com os
demais docentes da rede publica estadual e da rede privada da cidade de Sao
Paulo, coletando informacdes sobre as dificuldades apresentadas pelos alunos
durante a aprendizagem dos conceitos algébricos. Dentre as dificuldades apontadas
por estes docentes, destacaram-se as dificuldades na compreensao da formacéo da
expressao algébrica e na manipulacdo das quatro operagdes. Estas dificuldades
ocorrem porque, o aluno ndo compreende bem a passagem do pensamento
aritmético para o algébrico e, depois ndo consegue desenvolver e efetuar os
calculos entre as expressdes. Esses fatos sao apontados com frequéncia nas
pesquisas realizadas sobre o tema “Expressbes Algébricas”, tais como: Kieran
(1989), Kuchemann (1985), Nakamura (2003), Booth (1984), Baltar (2000), entre
outros da comunidade cientifica de Educacdo Matematica, levando-nos a escolher

como tema de pesquisa “As Expressdes Algébricas”.

O tema “Expressdes Algébricas” tem sido objeto de estudo frequente dos
pesquisadores devido aos erros cometidos pelos alunos em sala de aula. Isto pode
ser comprovado através da analise dos resultados obtidos com as pesquisas,

gerando uma necessidade de buscar novas alternativas para melhorar este
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processo, de forma que contribua para a construcdo deste conceito algébrico e,

assim melhorando sua compreenséao.

Nas pesquisas de Nakamura (2003), Lemoyne, Conne e Brunn (1993), nota-

se a seguinte abordagem para os erros em Algebra:

Segundo Lemoyne, Conne e Brunn:

... S€ 0S erros nos tratamentos das escritas literais fossem atributo exclusivo
dos alunos principiantes em algebra, ndo teriam merecido tanta atengcdo dos
pesquisadores em Didatica que, ha muitos anos, buscam nos varios niveis
de escolaridade a origem e a natureza dos erros que cometem. (LEMOYNE,
CONNE e BRUNN, 1993, p.335)

As pesquisadoras acima apontam as dificuldades que os alunos encontram
para transitarem da Aritmética para a Algebra, desse modo, constatamos que elas
nao se limitam ao periodo, mas acompanham os alunos em toda a sua vida escolar.

Portanto, € valido discutirmos e apresentarmos alguns desses erros.

Na trajetéria escolar dos alunos, os erros cometidos por estes, como a
substituicdo do valor literal pelo valor numérico, e vice-versa, sdo causados porque
os alunos nao sabem interpretar o significado da linguagem algébrica, bem como a
manipulacdo de expressdes algébricas envolvendo as regras formais. Vejamos
agora, alguns dos exemplos discutidos nas pesquisas e que sao comuns em sala de
aula. Analisando os tipos de expressdes 2x = x + x e x2. Podemos observar que na
visdo dos alunos elas sdao compreendidas como se fossem a mesma coisa. Esta
confusdo ocorre porque, eles ndo sabem interpretar o significado algébrico das
expressdes, bem como a manipulagcdo de expressdes algébricas, porque seus
conhecimentos matematicos ndo sdo bem estruturados, como por exemplo: as
propriedades aritméticas, as propriedades das poténcias, que sao ferramentas

importantes nas operag¢des da multiplicagédo e divisdo entre expressdes; ndo sabem
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diferenciar as operagdes de adigdo e multiplicacdo ocasionando os erros na
interpretacdo das expressdes algébricas. Essas dificuldades de interpretagcado das
expressdes também sao tratadas nas pesquisas de Kieran (1989), Bernadz (1996) e

Lee assumindo a seguinte visao:

. estudos sobre os significados que os alunos atribuem aos simbolos e
notagbes algébricas mostram que, em grande parte, as concepgbes
algébricas desenvolvidas por eles e a relagdo que continuam a manter com
a Algebra nos vérios anos apés terem sido introduzidos a ela, sdo
determinadas pela forma como esses simbolos e notacées sdo introduzidos.
(BEDNARZ, 1996, p.3)

As autoras acima citadas procuram compreender melhor como o
conhecimento & construido pelo aluno e, de que maneira o ensino e a aprendizagem
da Algebra vem merecendo destaque, despertando assim o interesse dos
pesquisadores da comunidade internacional. Essas pesquisas tém dado suas
contribuigbes para construir novas modelagens matematicas, utilizando
fundamentagdes tedricas que auxiliem o ensino da Algebra e levantando algumas
questdes relacionadas ao processo de aprendizagem algébrica. Desta maneira é
langada uma questao inicial, que levou-nos a levantar outras hipéteses a respeito do

ensino da Algebra .

Quais sé&o os tipos de situagbes que conduzem a emergéncia e ao
desenvolvimento do pensamento algébrico tornando significativos para o
aluno os conceitos algébricos fundamentais bem como favorecendo o seu
uso? (BEDNARZ et all, 1996, p.3)

Partindo-se da questdo proposta por Bednarz (1996) e buscando respostas
para esta, por meio da analise dos resultados das experiéncias obtidas durante a
minha docéncia nas séries do Ensino Fundamental e Médio e das observacdes
feitas sobre as dificuldades dos alunos na compreensao das expressdes algébricas,

procuramos instrumentos didaticos para construir este conhecimento matematico de
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forma significativa. Uma vez que este processo de ensino e aprendizagem das

expressodes algébricas € introduzido no inicio da 72 série do Ensino Fundamental, e

sera exigido nas demais séries do Ensino Médio.

Desse modo, considerando minha experiéncia docente e os relatos das

pesquisas sobre o0 assunto, levantamos algumas questdes relativas ao processo de

ensino e aprendizagem das expressoes algébricas, que poderdo buscar meios para

que possamos diminuir ou evitar a ocorréncia dos erros dos alunos. Assim,

elaboramos as seguintes questdes:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Quais sao as dificuldades dos alunos enfrentadas na construgdo e
manipulacédo das expressodes algébricas?

Quais sdo as estratégias utilizadas pelos alunos para chegarem as
expressoes algébricas?

Quais sdo as concepgdes dos alunos sobre a equivaléncia das
expressoes algébricas?

Quiais os recursos que podemos utilizar para torna-las mais significativas
para o aluno?

Como podemos utilizar a Geometria como instrumento para a
compreensao das expressdes algébricas ?

Qual é a importancia das expressdes algébricas como instrumento de

resolucao de problemas?

Apos apresentarmos as questoes referentes as dificuldades enfrentadas pelos

alunos, durante a aprendizagem da Algebra. Escolhemos responder a seguinte

questdo: Como podemos utilizar a Geometria como instrumento para o ensino e a

aprendizagem das expressoes algébricas?
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Partindo-se da questao escolhida, adotamos a Geometria como ferramenta de
construgcédo de alguns conceitos algébricos. Desse modo, selecionamos alguns dos
recursos geomeétricos, que serdo usados para a construgdo do conceito de
expressao algébrica. Assim, para desenvolver nosso projeto, adotamos os seguintes
conceitos geométricos: o conceito de area, que sera nossa ferramenta principal e
estara presente em todas as nossas atividades, procurando dar significado as
expressodes algébricas, a nogao e reconhecimento das figuras planas, dando énfase
aos quadrilateros (quadrados, retangulos, trapézios) e tridngulos; unidades de
medidas padronizadas (centimetro e metro), nogbes de grandezas (comprimento e
largura), a linguagem matematica (base, altura como sinébnimos de comprimento e
largura), o processo de decomposigdo e composicdo de poligonos, entre outros

conceitos.

Escolhemos o método de ensino e aprendizagem, baseado na Geometria
como instrumento de construgao de conceitos algébricos, apds termos realizados um
longo estudo no campo Matematico, a partir dos fatos encontrados na Histéria da
Matematica como os trabalhos e aplicagcbes matematicas realizadas pelos Gregos
como: Euclides (¢.300 a.C.), Diofante (c.250 a.C.) e os Pitagéricos (c.540 a.C.), os
quais ja utilizavam os conceitos geométricos, como no caso as areas de figuras
planas para desenvolverem o ensino da Algebra. Além disso, levamos em
consideragdao os métodos adotados nas pesquisas cientificas na Educacao
Matematica, que utilizaram a Geometria como ferramenta de construgao das nocdes
algébricas, tais como: as pesquisas de Kuchemann (1982), Booth (1984), Nakamura
(2003), Baltar (2000), Kieran (1989), entre outros. Apos, termos justificado nossas
escolhas, acreditamos, que estes métodos podem ajudar na aprendizagem da

Algebra, melhorando a compreensdo dos alunos a respeito das expressdes
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algébricas, pois o conceito de area faz parte do cotidiano do aluno, além do mais é
um instrumento que vem sendo trabalhado e exigido ao longo do sua vida escolar.
Contudo, existem outros fatores que contribuiram para a nossa escolha, como os

estudos realizados nos PCNs (1998), no qual apresentamos a seguir.

Baseado nos estudos realizados sobre os PCNs (1998), encontramos a

seguinte justificativa para a nossa escolha:

a geometria é um campo fértil para se trabalhar com situagbes problemas e
é um tema pelo qual os alunos costumam se interessar naturalmente. O
trabalho com nog¢bGes geométricas contribui para a aprendizagem de
numeros e medidas, pois estimula a crianga a observar, perceber
semelhancas diferentes, identificar regularidades e vice-versa. (PCNs,1998,
p.39)

Nota-se que a Geometria € considerada um campo fértil para a aplicacédo em
diversos ramos da Matematica. Além disso, é valido lembrar que os livros didaticos
atuais procuram seguir as orientagdes dos PCNs (1998) para elaborar, criar as
situacbes matematicas propostas através de problemas, situagcbes envolvendo a
l6gica e padrdes geométricos. Constatamos estas situagbes em alguns livros

didaticos tais como: Imenes e Lellis (2002), Lopes (2000), entre outros.

Para compreender a passagem do pensamento aritmético do aluno para o
pensamento algeébrico, utilizando a Geometria como recurso, devemos compreender
0s seus elos com a Aritmética, conforme os relatos de Aleksandrov (1991) em sua

pesquisa:

A Aritmética e a Geometria, ndo s6 se aplicam, uma a outra como também
sdo fontes de outros métodos, idéias e teorias gerais. A Aritmética e a
Geometria s@o as raizes sobre as quais tem crescido toda a matematica. A
influéncia entre as duas se faz sentir desde o momento do seu nascimento.
Para o comprimento de um objeto aplica-se a ele uma certa unidade de
comprimento e se calcula quantas vezes é possivel repetir essa operacdo; o
primeiro passo (aplicacdo) é de carater geométrico, o segundo (calculo), de
carater aritmético. Quem conta seus passos ao andar ja esta unindo as
duas. (ALEKSANDROV, 1991, p.43)
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Analisando a pesquisa de Aleksandrov (1991), notamos que a Geometria
também pode ser considerada uma ferramenta essencial para a construcdo de
outros conceitos matematicos que encontramos nos demais ramos da Matematica,

diferentes da Algebra, neste caso o da Aritmética.

Considerando outras informagdes sobre as demais pesquisas realizadas no
campo da Algebra e que contribuiram e tiveram influéncias na construcdo deste
projeto, destacamos as idéias apresentadas por Bell (1982) referentes aos
processos de ensino e aprendizagem da Algebra. Os estudos de Bell (1982)
mostram que existe uma necessidade de buscar alternativas para melhorar a
compreensao dos alunos a respeito dos conceitos algébricos. A pesquisadora
considera a Algebra como um campo complexo para os alunos, por este motivo eles

apresentam muitas dificuldades em sua aprendizagem, conforme os relatos abaixo:

Os processos algébricos precisam ser desenvolvidos:

1) Ultilizando a linguagem algébrica para expressar as rela¢ées e trabalhar
com as representagées;

2) Para a manipulagdo das expressées simbolicas dentro de diferentes
formas expondo os aspectos claros destas relacées;

3) E, finalmente, fazendo um processo com que muitos caminhos
caracteristicos, dos quais as mais importantes sdo as formas e a
solugdo de equacgbes, generalizando e trabalhando com fungbes e
formulas. (BELL, 1982, pp.174-5)

Segundo as idéias apresentadas por Bell (1982), podemos identificar e
analisar quatro aspectos contidos no campo da Algebra. O primeiro aspecto deve ser
possivel para a manipulagado das expressdes algébricas. Os alunos pré-algébricos
podem resolver os problemas aritméticos mais complexos com bastante sucesso,
por estar trabalhando com numeros relacionados nisto; encontrando a solugéo
desejada, ja nas solugbes numeéricas eles sao incapazes ou relutantes para
adotarem uma via algébrica, fazendo a primeira representagao simbdlica da situacao

e, entao, fazer a transformacéao sintatica, em seguida reinterpretando na situacao
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original. Nota-se que estes sabem descrever o que eles fazem com o numeral
simbdlico e com o algoritmo; o passo algébrico é feito para tratar as quantidades as
quais nao sao especificados numericamente (numeros generalizados) ou sdo como
ja nao especificas (ndo generalizados). O segundo aspecto € a da aprendizagem do
aspecto linguistico da algebra aprendida para escrever e ler a notagao correta e
significativa. O terceiro aspecto é aprender a manipular as operagbes de forma
correta e fluente. O quarto aspecto consiste em adquirir a estratégia e a experiéncia
realmente necessaria para desdobrar esta linguagem nas atividades, assim como, a

generalizagao, formando e resolvendo equacgdes e, trabalhando fungdes e formulas.

Alguns dos quatro aspectos citados por Bell (1982), foram também estudados

nas pesquisas de Malone e Taylor (1988).

Ao lermos a pesquisa de Bell (1982), e os quatro aspectos apontados pelo
pesquisador, podem ser considerados as dificuldades enfrentadas pelos alunos, néo
somente no ambito nacional como também, no internacional, ou seja, elas séo
comuns, independentes do Pais. Sendo assim, estes fatores levam-nos a aprofundar

cada vez mais nossos estudos a respeito deste conceito algébrico.

Na pesquisa de Bell (1982), encontramos a aplicagcado da Geometria como
instrumento dos conceitos algébricos através de uma atividade na qual ela utiliza-se
de figuras planas, tais como o tridngulo, para chegar a expressao algébrica

desejada, utilizando as transformag¢des geométricas.

Além da pesquisa desenvolvida por Bell (1982), destacamos outros trabalhos
realizados na area que contribuiram para a escolha do método a ser desenvolvido
durante a aplicacdo deste projeto de pesquisa. Os trabalhos realizados por
Nakamura (2003), mostram a importancia do uso da Geometria como um

instrumento de construgao através da generalizacdo dos padrées numeéricos para o
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geométrico, proposto por John Maison (1996). Além disso, a pesquisadora aponta
em seu trabalho que existem diferentes abordagens que vém sendo propostas no
campo cientifico, tais como: generalizagdo de padrées numéricos/geométricos e das
leis que regem as relagbes numeéricas, resolugao de problemas, resolugdo de
equacdes com auxilio do uso de modelos concretos, introducdo de situacdes
funcionais e a modelagem de fenbémenos fisicos e matematicos. Outro aspecto
abordado pela pesquisadora é o ensino da Algebra Escolar em outros paises, no
qual a caracteristica principal é a manifestacéo da Algebra como uma generalizacéo
sobre numeros, sendo que em alguns deles o estudo e a descricdo de padrdes
geométricos e regras gerais foram incluidos no curriculo escolar. Um bom exemplo
disto é a Australia, cujo sistema de ensino e aprendizagem da Algebra é promovido
da seguinte forma: padrées geométricos, sequéncias numéricas e tabelas de fungao.
Esse exemplo mostra que o curriculo de matematica vem se modificando e que este
tema de padrées geométricos e a utilizagdo de novos recursos para o processo de
ensino e aprendizado da Algebra vem sendo temas constantemente discutidos nos

ultimos congressos internacionais.

Outro fator que contribuiu para que adotassemos a Geometria como
ferramenta de constru¢ao do conceito de expresséao algébrica foram os relatos feitos

pelo Grupo Azarquiel (1993).

Em um conjunto de figuras geométricas, é com freqliéncia, mais facil
manipular a informacdo, reordenando, comparando partes equivalentes,
reconhecendo figuras similares, etc.As figuras geométricas permitem
mobilizar capacidades de visualizagdo e de organizagdo espacial, que
podem facilitar a construgdo que conduz a solugdo. (GRUPO AZARQUIEL,
1993, p.31)

As idéias apresentadas pelo Grupo Azarquiel, evidenciam o uso de figuras

geométricas como ferramenta para a construgdo de novos conhecimentos
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matematicos, levando os alunos a mobilizarem seus conhecimentos geométricos
que ajudam na formagao do conceito e na sua visualizagéo, além de contribuir para
a compreensao do aluno a respeito do objeto matematico a ser ensinado. Em nosso
projeto, buscamos articular a construgdo das expressodes algébricas com o conceito
de area, e tratando-a como grandeza, ja que este conceito é familiar aos alunos. As
expressdoes familiares podem ser definidas como as pré-nogdes que os alunos
trazem consigo durante toda a sua vida escolar e que sao mobilizadas quando estes

sao colocados a resolverem determinadas situacées-problema.

Outras pesquisas que também contribuiram para a escolha do objeto a ser
estudado foram os trabalhos de Kichemann (1981), Booth (1984), Collins

(1974,1975), Chalouh e Herscovics (1988), Kieran (1989), Baltar (2000).

O trabalho realizado por Collins (1974, 1975) apontou e discutiu as
dificuldades que os alunos apresentam em trabalhar com numeros grandes,
numeros pequenos e letras, como também os problemas ocorridos durante a
manipulacdo dos numeros aplicando as propriedades aritméticas. Nos estudos
realizados por Collins (1974), foram estudados as seguintes questdes abordadas no
campo Aritmético como “3 + 2” que pode ser substituido pelo numero “57,
comparando com o campo da Algebra através da expressdo “x + 3” que ndo pode
ser substituida por outro niumero. Esse estudo constatou que os alunos nao sabiam
aplicar a propriedade de fechamento quando manipulavam as expressdes. Além do
mais, outros pesquisadores como Davis (1975), também discute a questao levantada
por Collis (1974), sendo “2 + 3” 0 problema e “5” a resposta, enquanto a expressao

‘x + 3” tanto descreve o processo (somar 3 com x), como da nome a resposta.

Dessa forma, os pesquisadores apresentam e discutem as dificuldades dos alunos
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na compreensao e manipulagdo das expressdes algébricas, pois, eles nao

entendem a representacido do x nas expressoes construidas.

Ja na pesquisa realizada por Booth (1981.a, 1981.b, 1984 e 1988), foram
investigadas as bases intuitivas dos alunos para o simbolismo e estrutura em
Algebra. Através de um teste aplicado aos alunos utilizando a pesquisa de
Kichemman (1981), que sera estudado no préoximo paragrafo, podemos observar as
dificuldades que os alunos possuem em construir uma expressao algébrica que
determine a area de um retangulo. Booth (1984) partiu do seguinte pressuposto
utilizado por Kichemann (1981) Como podemos determinar a area do retangulo da

figura 1 a seguir.

f 3

Figura 1. Adaptado do teste do CSMS (Conceitos em Matematica e Ciéncias Secundarias) pedindo
aos estudantes para determinar a area do retangulo indicado (KUCHEMANN, 1981, p.115)

Os resultados obtidos por Booth (1984) nesta pesquisa mostraram que 42%
dos estudantes de 13 anos do CSMS' responderam 7f3 ou f21 ou f + 21. Em
seguida, a pesquisadora realizou entrevistas com este grupo de alunos para
questionar as respostas obtidas, levando-a a detectar que uma das dificuldades dos
alunos estava relacionada com a compreensao das convengdes do simbolismo
algébrico. Dessa forma, a pesquisadora concluiu que a habilidade para descrever o
método verbalmente ndo significa necessariamente a habilidade de reconhecer a

simbolizagdo correta daquele método. Outro foco, de estudo que iremos analisar

' CSMS (Conceitos em Matematica e Ciéncias Secundarias).
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sera o significado atribuido as letras, partindo da experiéncia realizada por
Kichemann (1978, 1981). Em 1976, o pesquisador efetuou um estudo sobre as
interpretacbes das formas literais dos estudantes como parte do projeto
desenvolvido na CSMS'. O estudo foi feito em um grupo composto por 3000 alunos
britdnicos de 13 a 15 anos de idade. Partindo-se dos estudos realizados por Collins
(1975), Kichemann pode categorizar cada item em seis niveis de interpretacéo de
letras, de acordo com o nivel minimo requerido para um desempenho bem sucedido,

conforme apresentamos a seguir:

(a) Letra avaliada: A letra recebe um valor numeérico desde o principio;

(b) Letra ndo considerada: A lefra é ignorada ou sua existéncia é
reconhecida sem dar a ela significado;

(c) Letra considerada como um objeto concreto: A letra é vista como uma
abreviagdo para um objeto concreto ou vista como um objeto concreto
de si mesma;

(d) Letra considerada como uma incognita especifica: A letra é vista como
um numero especifico mas desconhecido;

(e) Letra considerada como um numero generalizado: A letra é vista como
representando, ou pelo menos sendo capaz de assumir, varios valores,
ao invés de apenas um;

(f) Letra considerada como variavel: A letra é vista como representando
um dominio de valores ndo especificos e uma relagcdo sistematica é
percebida existir, entre tais, dos conjuntos de valores. (Apud KIERAN,
1989, p.13)

Segundo os resultados obtidos por Kiichemann (1976), percebemos, que uma
quantidade menor de estudantes foi capaz de considerar as letras como numeros
generalizadosZ. Em nossa pesquisa, utilizaremos as concepg¢des adquiridas nas
pesquisas realizadas por Kichemann (1976) em relagdo aos termos literais, tais
como: os fatos das letras serem consideradas variaveis e a questdo de serem
utilizadas como numeros generalizados. Além disso, as experiéncias utilizando-se da

questao de determinagao da area de retangulo, servem para verificar e comparar os

2 Letras como numeros generalizados: esta expressdo matematica, na qual as letras podem
assumir e representar um conjunto de niumeros e ndo somente um unico. Utilizado-se, portanto, para
generalizar os numeros.
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resultados obtidos por Kichemann (1981) e Booth (1984), buscando meios que

amenizem as dificuldades dos alunos neste campo.

O trabalho desenvolvido por Kieran (1989) baseado nas pesquisas de
Kichemman (1981), Booth (1984), entre outros, discute profundamente as
dificuldades dos alunos na compreensao das expressdes algébricas, apontando as
dificuldades que os alunos possuem em trabalhar com os numeros, por meio da
aplicagao das propriedades aritméticas, nas quais a pesquisadora denominou como
termos processuais, ou seja, refere-se a operagdes aritméticas realizadas sobre
nameros para produzir numeros, como exemplo temos uma expressao algébrica 3x
+ y sendo x = 5 e y = 3 respectivamente, substituindo na expressao obteremos o
resultado igual a 18. Ja o termo estrutural é definido por Kieran (1989), como sendo
um conjunto diferente de operagdes que sao levadas a efeito, ndo sobre os numeros
mas sobre as expressodes algébricas. Como por exemplo, 4x + 5y + 11x, pode ser
simplificada por 15x + 5y, ou quando igualamos duas equacdes algébricas 7x + 4 =
4x + 6, obtemos a expressao reduzida 3x + 4 = 6, sendo que neste processo 0s
objetos trabalhados sao as expressdes algébricas e ndo os numeros. As operagdes

realizadas ndo sao computacionais, pois resultam em novas expressdes algébricas.

A pesquisa realizada por Cholouh e Herscivics (1988), no qual discutiam o
ensino e aprendizagem da Algebra utilizando problemas que envolviam retangulos
de pontos, linhas divididas em segmentos e areas de terrenos retangulares, em
todos os problemas existiam uma dimensao escondida, em que os alunos deveriam
determinar seu valor. Um dos problemas proposto, era semelhante a pesquisa de
Kuchemann (1981), na qual era apresentada a seguinte questdo: “Vocé pode

escrever a area deste retangulo?” (ver figura 2).
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X ! Yy

Figura 2. Adaptada da figura retangular apresentada para os sujeitos no estudo de Chalouh e
Herscovics (1988, p.40)

Considerando a sequéncia de ensino apresentada pelas pesquisadoras
Chalouh e Herscovics (1988), pode-se observar que esta permitia aos alunos
construirem um significado estrutural para as expressdes algébricas da forma 4x +
4y. Mas, apontam um erro freqlente dos alunos, o problema da igualdade, no qual
os alunos acham que toda expresséo algébrica tem que ser igual a algum valor
numérico, como por exemplo 4x + 4y = “alguma coisa”. Na pesquisa de Wagner,
Rachlin e Jesen (1984), foi constatado, que muitos estudantes levavam a igualdade
das expressdes a zero. Nos estudos de Kieran (1983), também foram descobertos
qgue alguns alunos ndo conseguiam dar qualquer sentido a letra “a” na expressao a +
3, porque faltava na expressdo o sinal da igualdade e o membro do lado direito.
Como os resultados obtidos nas pesquisas relacionadas as expressdes algébricas,
comprovaram ainda que os alunos apresentam dificuldades nesta area, que

necessita de novas pesquisas que conduzam os alunos a construirem este conceito

algébrico.
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1.3 Objetivos do projeto de pesquisa

Partindo dos aspectos mostrados anteriormente, procuramos determinar os
objetivos especificos de nosso trabalho, visando elaborar e construir uma seqiéncia

didatica, que possa contribuir para o ensino e aprendizagem da Algebra.

Para o desenvolvimento desta seqléncia apoiamo-nos nos seguintes

objetivos especificos enumerados de 1 a 7, apresentados abaixo:

1 Identificar e analisar os fendbmenos didaticos ocorridos na area da

Algebra, ligados ao conceito de expressdes algébricas;

2 Procurar meios para solucionar ou amenizar as dificuldades algébricas
apresentadas pelos alunos durante o ensino e aprendizagem das

expressoes algébricas;

3 Analisar os fenbmenos didaticos que incidem sobre as caracteristicas
dos sistemas aritméticos e algébricos, que ocorrem no processo de
generalizagdo dos padroes geométricos levando a construgdo dos

conceitos algébricos;

4 Utilizar o conceito de area como instrumento fundamental para a
construgcdo das expressdes algébricas, levando os alunos a atribuirem

significado a expressao algébrica;

5 Discutir com os alunos o conceito de area como grandeza, procurando
mostrar as diferengas entre os conceitos de area e de perimetro, por
meio das diferencas entre as unidades unidimensionais e

bidimensionais;
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6 Trabalhar com o processo de decomposi¢cdo e composi¢ao de poligonos,
levando a construcdo de areas equivalentes, que conduzirdao a

construgao de expressodes equivalentes;

7 Desenvolver, analisar e avaliar os registros e formas de representacoes
dos alunos referentes as expressodes algébricas, baseado na teoria de

Raymond Duval (1995).

A seguir apresentaremos e discutiremos os aspectos da fundamentacéo

tedrica deste projeto.

1.4 Fundamentagao Teodrica

Nosso estudo sobre o conceito de expressdes algébricas baseia-se na linha
da Didatica Francesa, que estuda os fendmenos de ensino-aprendizagem, no qual
destacaremos os trabalhos de Régine Douady (1986), “Dialética Ferramenta —
Objeto” e “O Jogo de Quadros”, como também no trabalho de Raymond Duval

(1993) através da “Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica”.

Douady aborda em seus trabalhos a Dialética Ferramenta-Objeto e o Jogo de

Quadros da seguinte forma:

Elaboramos hipdteses cognitivas e didaticas sobre aprendizagem de um
contetdo matematico preciso, cujo essencial é que: Podemos construir
realmente os conhecimentos matematicos usando a dialética ferramenta-
objeto, de acordo com o jogo de quadros apropriado, gragas aos problemas
que atendem certas condi¢ées. (DOUADY, 1986, p.7)
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Além desta importancia da aplicacdo da Dialética ferramenta-objeto e do Jogo
de Quadros na constru¢do do saber matematico, Douady também destaca a
importancia desses instrumentos na Didatica da Matematica, mostrando os aspectos

de ferramenta e objeto nas concepgdes de professores e alunos.

Segundo Douady, o aspecto ferramenta-objeto pode ser visto de diferentes

formas:

- Saber matematico reveste um duplo aspecto. De uma parte é ter
disponibilidade funcional de certas nogbes e teoremas matematicos para
resolver problema, interpretar novas questées(...).Num tratamento funcional
cientifico, as nog¢bes e teoremas matematicos tém um estatuto de
ferramenta.(...)

Saber matematico é também identificar as nogbes e teoremas como
elementos de um corpo cientificamente e socialmente reconhecido. E
também formular definigbées, enunciar teoremas desse corpo e demonstra-
los. Dizemos entao que esses saberes tém estatuto de objeto.

- Ensinar, para um professor, é criar as condi¢gbées que produzir@o um saber
entre os alunos. E, aprender, para um aluno, é se engajar numa atividade
intelectual, pela qual produza a disponibilidade de um saber com o seu
duplo estatuto de ferramenta e objeto. (DOUADY, 1993, p.4)

Enquanto que, para a pratica do professor a ferramenta-objeto estaria ligada
ao conhecimento cientifico, para o aluno a ferramenta-objeto € um instrumento
pratico para a construcdo do saber matematico. Sendo assim, para o professor, a
ferramenta € um objeto em seu funcionamento cientifico, enquanto para o aluno o

uso da ferramenta € sempre pratico.

Para desenvolver o raciocinio dos alunos e construir o conhecimento
matematico, o professor dispde de muitas variaveis didaticas que vao transformar a
situagdo de aprendizagem. Suas escolhas terdo consequéncias sobre a percepg¢ao
do saber que os alunos irdo desenvolver e sobre as concepgdes que eles forjardo.

Sendo assim, o saber ensinado é originado dessas escolhas didaticas.

Ja o saber escolar, esta ligado a um certo tipo de saber que contribui para a

instauragao de uma cultura particular dos alunos de uma mesma época, ressaltada
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por meio dos livros didaticos, que se baseiam na Proposta Curricular de Matematica

e nos Parametros Curriculares Nacionais.

Para Douady (1986), a Dialética ferramenta-objeto é formada por dois pélos: o

da ferramenta e o do objeto, que podem ser utilizados nas resolugdes de problemas.

Assim, dizemos que um conceito é ferramenta quando focalizamos nosso
interesse no uso que esta sendo feito dele para resolver um problema. Uma
mesma ferramenta pode ser adaptada para diferentes problemas. Por
objeto, entendemos o objeto cultural colocado num edificio mais amplo que
é o saber sabio, num dado momento reconhecido socialmente.
(DOUADY, 1986, p.4)°

Assim, a pesquisadora evidencia o papel da ferramenta na resolugdo de

problemas, e que esta pode ser adaptada para diferentes problemas.

Além disso, o papel da ferramenta esta relacionado a um conceito e ligado
aos problemas dos quais este conceito € utilizado, dessa maneira ela também
servira de instrumento para a construgdo de novos conhecimentos. Para Douady
(1986), os problemas matematicos podem ser resolvidos de diversas maneiras,
utilizando-se para isso a integragao entre os diversos ramos da matematica, e essa

integracdo é analisada pela pesquisadora por meio da utilizagdo do Jogo de

Quadros e da Dialética ferramenta-objeto.

Baseados nas concepgdes formuladas por Douady (1986), e definidas nas

pesquisas que utilizam estas concepgdes, procuramos apresenta-las a seguir.

Para Douady, o Jogo de Quadros pde em evidéncia as diversas maneiras que
podemos utiliza-lo para resolver um problema, por meio do uso de ferramentas

explicitas. Desse modo, a pesquisadora caracteriza um quadro como:

Um quadro, é constituido de ferramentas de diversos ramos da matematica,
de relagées entre os objetos, suas formulagbes eventualmente diferentes e

*A citagdo acima é uma tradugao nossa.
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de imagens mentais associadas a essas ferramentas e relacbes. Dois
quadros, podem ter os mesmos objetos e serem diferentes por causa das
imagens mentais e da problematica desenvolvida. (DOUADY, 1986, p.389)4

Dessa maneira, nota-se que a pesquisadora admite que as imagens mentais
desempenham um papel importante no funcionamento como ferramenta dos objetos
do quadro. Mostrando que dois quadros podem comportar os mesmos objetos e
serem diferentes pelas imagens mentais e pela problematica desenvolvida. No
entanto a familiaridade, e a experiéncia podem conduzir aos conflitos entre o que o

sujeito espera e o que se produz efetivamente.

Nas teorias de Douady, encontramos dois conceitos: o Jogo de quadros e a
Mudanga de quadros. Sendo definidos do seguinte modo: o Jogo de quadros
como mudancgas de quadros provocadas pela iniciativa do professor na ocasido de
problemas convenientemente escolhidos, para fazer avancar as fases de pesquisa e
evoluir as concepgdes dos alunos. Ja, a Mudanga de quadros € um meio de se
obter formulagdes diferentes de um problema sem que sejam necessariamente
equivalentes, permitindo um novo acesso as dificuldades encontradas e o
desenvolvimento de ferramentas e técnicas que n&o surgem nas primeiras

formulagoes.

Em nossa pesquisa € muito importante que o professor leve os alunos a
provocar a passagem do quadro geométrico para o quadro algébrico e vice-versa,
além do quadro numérico para o algébrico, para melhor compreensao do conceito
de expressao algébrica. Dessa forma tentamos propor em nossa sequéncia didatica,

situagdes que favorecam o jogo de quadros e a dialética ferramenta-objeto.

* Nossa tradugao.
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Assim, notamos que a Dialética ferramenta-objeto e o Jogo de quadros séo
considerados instrumentos fundamentais para a construcdo dos conhecimentos
matematicos, pois, por meio deles os alunos conseguem desenvolver diversas
estratégias para solucionar um mesmo problema proposto pelo professor e permitem

ao professor analisar as diferentes formas de raciocinio dos alunos.

Antes de apresentamos o desenvolvimento da Dialética ferramenta-objeto
através da descricdo de suas etapas, na qual utilizaremos este recurso como meio
de desenvolvimento de nossas atividades e de analise dos resultados obtidos na
pesquisa, faremos um breve historico dos trabalhos cientificos que utilizaram esta

teoria.

1.4.1 Trabalhos cientificos adotando as teorias de Douady e o conceito de Area

Nesta etapa, apresentamos algumas pesquisas que se fundamentaram em
Douady, e que também, utilizaram-se do conceito de area como instrumento de
construgcao do conhecimento; entre elas destacamos os trabalhos de Perrin-Glorian
(1989) relacionando “O Conceito de Aprendizagem de Areas de Superficies Planas’,
que foi desenvolvido em parceria com Douady; Baltar (2000) “Conceito de Area’,

entre outros.

Os trabalhos de Baltar (2000), Perrin-Glorian (1989) utilizam o Jogo de
Quadros, relacionando o quadro numérico com o quadro geomeétrico,
proporcionando ao aluno condicdes de construir o conceito de area. Além disso,

mostra o conceito de area como uma grandeza.

Segundo Perrin-Glorian:
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Para a nossa proposta, nés utilizaremos este termo de “grandeza” num
sentido muito simples que nés ndo procuraremos definir. Nos é suficiente
saber que a area pode ser definida como uma classe de equivaléncia a
partir de uma fungdo medida. N6és ndo definiremos a area mas somente a
expressdo ‘ter a mesma &rea’ a partir de recorte e colagem ou da medida. E
este aspecto que chamamos de area na qualidade de grandeza. Um
numero seguido de uma unidade é o meio de representar uma area.
(PERRIN GLORIAN, 1992, p.12)

Baseado nas idéias de Douady e Perrin-Glorian (1992), adotamos trabalhar
com o conceito de area, utilizando a definicdo dada por elas, considerando a area na
qualidade de grandeza. Sendo um numero seguido de uma unidade de medida,

essa idéia estara presente em todas as nossas atividades.

No entanto, devemos também destacar porque optamos pelo conceito de
area como instrumento de construcdo do conhecimento, partindo-se das idéias de
Douady e Perrin-Glorian (1989). O desenvolvimento do ensino do conceito de area
considerado como grandeza permite aos alunos estabelecer as relagdes necessarias
entre os dois quadros (geométrico e numérico). Como também, devemos considerar
o trabalho realizado por Baltar (2000) em sua pesquisa sobre area de figuras planas,
fundamentou as atividades propostas através da interagdo, entre os quadros
geométrico, numérico e algébrico na perspectiva tedrica do “Jogo de Quadros”

proposta por Douady (1986).

Desse modo a pesquisadora, através do Jogo de Quadros, mostra a
equivaléncia entre as areas, por meio do processo de decomposi¢cao, processo de
recorte-composig¢ao, além disso utiliza-se do quadro numérico, geométrico e

algébrico para chegar no conceito de area e suas formulas generalizadas .

Baseando-se nas pesquisas de Douady (1989), Baltar (2000), Perrin-Glorian

(1992), Facco (2003), entre outros, decidimos utilizar como instrumentos de
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construgcdo e desenvolvimento do conceito de expressdes algébricas, o Jogo de

Quadros e a Dialética ferramenta-objeto.

Para aplicarmos esta pesquisa, usaremos como ferramenta, o conceito de

area inserido no quadro geométrico, relacionando-o com o numérico e algébrico.

Durante o desenvolvimento da pesquisa estudaremos as relagcdes entre a
Geometria e a Algebra, nos quais usaremos o conceito de area de figuras planas
como instrumento para a construgdo de expressdes numéricas e algébricas. Nesta
perspectiva, e segundo as pesquisas desenvolvidas por Baltar (2000) e Perrin-

Glorian (1989) que consideram area como grandeza.

Dessa forma, escolhemos a Geometria com recurso para a construcdo do
conhecimento algébrico. Assim, as atividades que propomos aos alunos utilizando-
se das areas das figuras planas, que compdéem o quadro geométrico sera um dos
recursos pelo qual nés poderemos representar a expressao algébrica, integrando

desta maneira a Geometria a Algebra.

A Dialética Ferramenta-Objeto sera utilizada nas atividades aplicadas com os
alunos, com o intuito de construir o conceito de expressao algébrica partindo-se de
um conhecimento implicito (unidades de medidas, equivaléncia entre figuras,

linguagem matematica, entre outros).

Durante este capitulo, faremos algumas relagdes da Dialética Ferramenta-
Objeto com outras teorias que estao presentes durante o desenvolvimento desta.
Entre elas destacamos a Teoria das Situagdes desenvolvida por Brousseau (1975),
Teoria de Registros e Representagdes de Duval (1993), teorias de Piaget, entre

outros.
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Na sequéncia destacamos a Teoria das Situagdes, definida por Brousseau

(1975) da seguinte forma:

um processo de aprendizagem pode ser caracterizado de modo geral (si
néo determinado) por um conjunto de situag6es identificaveis (naturais ou
didaticas) reprodutiveis, conduzindo freqlientemente a modificagdo
caracteristica da aquisigdo de um determinado conjunto de conhecimentos.
(BROUSSEAU, 1975, p.6)

A Teoria das Situagbes tem como objetivo caracterizar um processo de
aprendizagem por uma série de situagdes reprodutiveis conduzindo frequientemente
a modificagdo de um conjunto de comportamentos dos alunos, modificacéo
caracteristica da aquisicdo de um determinado conjunto de conhecimentos e
também determinar modelos (de alunos, do professor, das concepg¢des da matéria a
ensinar), na medida em que o processo é conhecido nos seus principios e ndo na
sua materialidade, e as leis que regem esses modelos, ou seja, caracterizar a

organizagédo do meio que permite a aprendizagem de um dado saber matematico.
Esta teoria das situagdes apodia-se em trés hipdteses:

1) O papel do aluno:

O aluno aprende adaptando-se a um meio, fator de dificuldades, de
contradigbes, um pouco como o faz a sociedade humana. Esse saber, fruto
da adaptacdo do aluno, manifesta-se pelas novas respostas que séo a
prova da aprendizagem’. (BROUSSEAU apud ALMOULOUD, 1990, p.2)

Ainda nesta primeira hipotese referente ao aluno podemos encontrar

referéncia de Brousseau a teoria de Piaget

as variagbes das condicbes do meio envolvem comportamentos do
aprendiz, tendo como efeito modificar o meio e o aprendiz para, finalmente,
obter certos equilibrios internos ou a otimizagdo de certos parametros’.
(BROUSSEAU apud ALMOULOUD, 1990, p.2)
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Para finalizar este tdpico, faremos uma comparagao entre a teoria de

Brousseau e a Dialética ferramenta-objeto.

Na primeira hipotese apresentada por Brousseau em sua teoria, observa uma
relagdo com a teoria de Douady, onde os pontos comuns s&o o aluno, o meio e 0
conhecimento matematico. Sendo assim, na teoria de Douady o aluno e o meio,
representado pelos recursos utilizados como as ferramentas escolhidas para a
atividade e o jogo de quadros proporcionam aos alunos a constru¢do de um novo

conhecimento matematico.

Nota-se que Brousseau, Douady e Duval baseiam-se nas idéias que
compdem a teoria de Piaget, que esta relacionada com o lado cognitivo do aluno e
nos efeitos provocados pelas situagdes didaticas gerando desequilibrio, para que o
aluno procure as ferramentas necessarias para adapta-lo ao meio e, para que

retome o equilibrio da situacao.

A segunda hipotese da teoria esta ligada ao “meio”, onde o professor deve

criar e organizar um meio e situagdes suscetiveis de provocar as aprendizagens.

A terceira hipbétese da teoria também estd ligada ao meio e que essas
situagcbes devem engajar de modo significativo os saberes matematicos cuja

aquisicao € visada pelos alunos.

Na teoria das situagdes podemos trabalhar com as seguintes situacdes: a

situacao didatica, a situacao adidatica, e a situacao-problema.

A situacao-problema é a interligacdo da teoria das situagdes com a dialética
ferramenta-objeto criada por Douady, pois através da aplicagdo da dialética para

encontrar a solugdo do problema proposto o aluno escolhe suas ferramentas
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implicitas e explicitas para construir o conceito e assim adaptar-se a situacao

proposta.

Para esclarecer as diferencas entre situagao didatica, situacdo adidatica, e a

situacao-problema apresentamos suas defini¢des:

Brousseau:

A situagéo didética é definida como o conjunto de relagbes estabelecidas
explicitamente ou implicitamente entre um aluno ou grupos de alunos, um
certo meio (contendo eventualmente instrumentos ou objetos) e um sistema
educativo (o professor) para fazer adquirir por esses alunos um saber
constituido ou em constituicdo. (BROUSSEAU apud ALMOULOUD,1990,
p.2)

A situagdo adidatica é a parte essencial da situagdo didatica. A situagcéo
adidatica é uma situagdo na qual a intengdo de ensinar é velada para o
sujeito, mas especlifica do saber. (BROUSSEAU apud ALMOULOUD, 1990,

p.3)

Segundo Brousseau (1986) ela se caracteriza pelos seguintes fatos:

- O problema matematico é escolhido de modo que possa fazer o aluno
agir, falar, refletir, evoluir por sua iniciativa prépria;

- O professor recusa intervir como aquele que propbe o0S
conhecimentos que ele gostaria de provocar;

- O problema é escolhido para fazer adquirir pelo aluno novos
conhecimentos inteiramente justificados pela légica interna da
situagcdo e que ele pode construir sem apelo as razbées didaticas.
(BROUSSEAU apud ALMOULOUD, 1990, p.3-4)

Ja a situacao-problema pode ser caracterizada da seguinte forma:

Uma situagcao-problema é a escolha de questées abertas ou fechadas numa
situagdo mais ou menos matematizada, envolvendo um campo de
problemas colocados num ou varios quadros. (M. HENRY apud
ALMOULOUD, 1990, p.108)

Na situacado apresentada na citacdo acima, podemos notar a importancia do
Jogo de quadros, no processo de construgdo do conhecimento destacado pelo
pesquisador na resolugcao de problemas. Além disso, podemos observar que uma

situacao-problema tem como fung¢ao principal a utilizagado implicita, depois explicita,
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de novas ferramentas matematicas, por meio das questées que os alunos colocam

durante a aplicacéo das atividades da pesquisa.

Para Almouloud (1990) e outros pesquisadores em Didatica, que observaram
e definiram as condicbes para que a situacdo-problema conduza a aquisicao de

novas ferramentas:

1- Os alunos compreendem facilmente os dados e podem engajar-se na
exploragdo desses dados com o0s conhecimentos disponiveis. Podem
conceber claramente o0 que é uma resposta possivel e pertinente a questao
colocada.

2- A situagdo-problema envolve um campo conceitual que desejamos
efetivamente explorar e no qual se situam as aprendizagens visadas.

3- Os conhecimentos antigos dos alunos sao insuficientes para a resolugéao
imediata do problema.

4- Os conhecimentos, objetos de aprendizagem, fornecem as ferramentas
mais bem adaptadas para obter a solugéo.

5- A questdo pode ser formulada nos varios quadros: quadro algébrico,
geomeétrico, numérico, etc. (ALMOULOUD, 1990, p.108)

Analisando as condicbes enumeradas, pelo pesquisador acima, notamos
alguns pontos comuns com as etapas da dialética ferramenta-objeto que
apresentaremos a seguir; assim como também a valorizagdo do uso do jogo de
quadros, conforme o item 5 da citacdo do autor, justificando deste modo a teoria de

Douady.

Na sequéncia, apresentamos e discutimos as fases que compde a Dialética

Ferramenta-Objeto.
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1.4.2 Dialética Ferramenta — Objeto e suas etapas de desenvolvimento

Nesta etapa, apresentamos como € definida e desenvolvida a teoria da
Dialética ferramenta-objeto, descrevendo e apontando as fases de seu

desenvolvimento.

A Dialética Ferramenta-Objeto pode ser definida como um processo ciclico
que organiza os respectivos papéis do docente e dos alunos, durante o qual os
conceitos tém o papel, ora de ferramenta para resolver um problema, ora de objeto,
tomando lugar na construgdo de um certo saber organizado. Ela € composta por seis
fases: O conhecimento antigo, a pesquisa-novo implicito, a explicitacdo e
institucionalizagdo locais, institucionalizagdo-status de objeto, familiarizagao,
reinvestimento tornando a tarefa complexa ou novo problema. Este € o ciclo
completo da dialética desenvolvida por Douady (1986). Ela acredita que as vezes é
necessario utilizar mais de um ciclo composto pelas quatro primeiras fases antes de

desenvolvermos o ciclo completo.

Em seguida, apresentamos a descricdo das seis fases da Dialética

Ferramenta—Objeto no quadro® a seguir.

® Quadro — foi desenvolvido pela pesquisadora e seu orientador baseado nos textos de Régine
Douady (1986)
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1.4.3 Dialética Ferramenta-Objeto, uma organizagdo de ensino em varias

etapas

Quadro 1 — Fases da Dialética Ferramenta-Objeto

1) Conhecimento Antigo: Nesta etapa, os alunos tém o primeiro contato com
o problema proposto, e procuram mobilizar os conhecimentos matematicos
anteriores, como ferramentas explicitas para utiliza-las no processo de
resolucéo do problema. Eles poderao resolver parcialmente o problema.

2) Pesquisa, novo implicito: Os alunos encontram dificuldades para resolver
completamente o problema. Isso acontece se a estratégia primitiva torna-se
muito dispendiosa. Entdo os alunos sdo levados a procurarem novos
caminhos para solucionarem completamente o problema. Dessa forma, o
professor pode utilizar-se do Jogo de quadros como ferramenta para que os
alunos construam o novo conhecimento matematico.

3) Explicitacao e Institucionalizagao locais: Os elementos precedentes da
fase anterior sdo apropriados pelos alunos. Eles sdo formulados, seja por
termos de objetos, seja por termos de pratica com suas condigbes de emprego
no momento. Ela também pode ser feita através da discussio coletiva, por
meio de comunicacgdes entre os alunos, nos quais eles apresentam as varias
formas de saber, e as diferentes ferramentas utilizadas para a construgéo
destes saberes, levando os alunos a situarem seus conhecimentos em relagao
ao conhecimento da classe, promovendo assim seu progresso.

4) Institucionalizagao-status de objeto : Nesta etapa, o professor seleciona
alguns dos conhecimentos explicitados pelos alunos na fase anterior e, desse
modo, vai descontextualizando até que os alunos retenham o objeto de estudo
e possam utiliza-los na resolugao de outros problemas.

5) Familiarizagao, reinvestimento: Para que o novo objeto matematico seja
incorporado ao conhecimento do aluno e seja utilizado por ele no
desenvolvimento de um novo ciclo da dialética. O professor deve propor aos
alunos diversos exercicios, pedindo como ferramenta explicita, o que foi
institucionalizado. Dessa forma o novo se torna antigo, originando um novo
ciclo da dialética. Além disso, os alunos terdo a necessidade de colocar a

prova, sozinhos, os conhecimentos que acreditam terem adquirido, fazendo
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um balang¢o do que sabe.

6) Complexificagao da tarefa ou novo problema: Nesta fase sdo propostas
situacdes mais complexas, nas quais os alunos poderao testar ou aplicar os
novos conhecimentos adquiridos. O professor propde uma série de problemas
mais complexos, de modo que o aluno os novos conhecimentos adquiridos.
Concluida esta fase, o objeto novo assume o lugar do antigo, dando origem a

um novo ciclo da dialética.

Apos termos descritos o processo de desenvolvimento de cada fase da
Dialética Ferramenta-Objeto desenvolvida por Douady (1986), faremos um paralelo
entre a teoria de Raymond Duval (1993) “Teoria de Registros de Representagdes
Semiodtica” e “O Jogo de Quadros” de Douady (1986), partindo-se do seguinte
pressuposto: um quadro pode comportar uma ou mais formas diferentes de
representacdo de um mesmo objeto matematico? Assim, a teoria de Duval (1993) se
enquadra nesta, através das formas de representagdes presentes nos quadros, por
meio das representagdes semidticas que os compdem. Segundo Duval (1993), o
registro de representacdo € um sistema semidtico que tem fungbes cognitivas
fundamentais em nivel do funcionamento cognitivo consciente, ou seja, € a maneira
tipica de representar um objeto matematico ou um problema ou uma técnica. Desse
modo, para Duval, os diferentes registros de representagdo por si so, ndo levam a
compreensao do objeto cientifico. Pois, para que a aprendizagem na matematica se
realize é necessario que o individuo utilize diferentes registros de representagao de
um mesmo objeto. Assim, a conceituagdo so sera alcangada no momento o qual o
aluno consegue articular os distintos registros de representagdo de um determinado

conceito, coordenado por semiosis® e a noésis’.

6 Produgéo de uma representagcédo semidtica.
” Apreensdo conceitual do objeto.
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Para que ocorra tal coordenacao entre os signos e seus conceitos, o sujeito
que aprende precisa contatar com diferentes tipos de registros de representagdes
semidticas e ser capaz de passar de um para o outro, naturalmente, pois
dependendo da situagédo-problema proposta, um determinado registro pode tornar-
se mais eficiente do que o outro. Na diversidade das representacbes e sua
coordenacao, o aluno tem em suas maos mais elementos para elaborar e construir
suas relagdes mentais. Quando por exemplo o aluno realiza a passagem entre
diferentes registros, sédo criadas condicbes para que ele construa o objeto
matematico em questdo. Esta passagem torna-se fundamental para que haja clareza
de que o registro nao é “o objeto de estudo e 0 mesmo néo pode dar conta de todas
as suas particularidades”. Isso € comprovado através das idéias do pesquisador “[...]
0 objeto representado ndo pode ser identificado com o conteudo de representagao
que o torne acessivel” (DUVAL, 2003, p.21). Neste caso, a multiplicidade de
registros de representacbes semiodticas tem carater complementar, sendo que,
muitas vezes, as representagdes diferenciadas de um mesmo objeto podem
apresentar conteudos diferentes, por isso ha necessidade de duas ou mais

representacodes, e a transicao e coordenacao entre as mesmas.

Existem dois tipos de transformacbdes semidticas ou coordenacdes entre
registros que encontramos na teoria de Duval (1993), e estes estdo presentes nos
quadros de Douady (1986), os quais sao considerados totalmente diferentes: os
tratamentos e as conversodes. O tratamento é a transformacao da representacdo no

préprio registro em que foi formada inicialmente, ou seja, € interna.

A conversao é um tipo de transformagao que ocorre entre registros, mudando
a forma ou o sistema de representagdo pelo qual o objeto é representado, mas

conservando totalmente, ou em parte o objeto matematico da representagao inicial.
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Como exemplos de conversbes podemos considerar: as ilustracbes (conversao
linguisticas para a figural), tradugbes (conversdes linglisticas de uma lingua para
outra) e descrigdes (conversdes de representagdes nao verbais para representagoes
linguisticas); para esses tipos de conversées nédo existem regras. A mudancga de
representacdo implica na mudanca de sentido, mas é possivel usarmos varias
representacdes sem mudar a referéncia. As mudancgas de sentido de representacao
semidtica levam a um custo cognitivo maior ou menor da representagédo, ou seja
para o funcionamento do pensamento, sendo assim o tratamento pode ser mais

econdmico, levando a compreensao ou resolugao mais facil.

Segundo Damm (2002, p.137), a Matematica trabalha com objetos abstratos.
Ou seja, os objetos matematicos ndo sao diretamente acessiveis a percepgao,
necessitando para sua apreensdo, o uso de representacdo. Nesse caso, as
representacdes através de simbolos, signos, codigos, tabelas, graficos, algoritmos e
desenhos sao bastante significativos, pois permitem a comunicagéo entre os sujeitos
e as atividades cognitivas do pensamento, permitindo registros de representagao
diferentes de um mesmo objeto matematico. Por exemplo, a fungdo pode ser
representada através da expressao algébrica, tabelas e/ou graficos que séao
diferentes registros de representagdo. Notamos que neste exemplo dado pela
pesquisadora, existem varios tipos de registros de representagdo presentes em um
mesmo quadro como no caso do quadro algébrico, mostrando desta forma um

paralelismo entre as teorias de Duval (1993) e Douady (1986).

A seguir, destacamos o0s pontos importantes da teoria de Duval,

aprofundando nossos estudos sobre os tratamentos e conversdes.



51

1.4.4 A importancia da Teoria de Registros de Representagdoes Semiética de

Duval, na pesquisa cientifica

Em Matematica, toda comunicagcdo se estabelece com base nas
representacbes, os objetos a serem estudados s&o conceitos, propriedades,
estruturas, relacdes que podem expressar diferentes situagdes, portanto para o seu
ensino, precisamos levar em consideracao as diferentes formas de representacéo de

um mesmo objeto matematico.

Para Duval (1993) a representacdo semiotica ndo é apenas um instrumento
de comunicacdo no ambito matematico, mas sim trata-se de um instrumento de

construgédo do pensamento cognitivo. Conforme destacamos a seguir:

(...) as representagbes (semibticas) ndo sdo somente necessarias para fins
de comunicagdo, elas sdo igualmente essenciais para as atividades
cognitivas. (DUVAL apud DAMM, 2002, p.143)

Analisando o pensamento de Duval, percebe-se que as representacdes
semidticas tém uma funcdo essencial para a construcdo do conhecimento pelo
sujeito que aprende, pois ela é responsavel pelo desenvolvimento cognitivo do
aluno. E através das representacdes semiéticas que se torna possivel efetuar certas
fungdes cognitivas do pensamento humano. Na teoria desenvolvida por Duval, ele
define os seguintes aspectos: semidsis como um aspecto de apreensao ou produgao
de uma representacdo semiotica, e noésis que € a apreensdo conceitual de um
objeto. (DUVAL, 1993, p.39). Dessa forma para que ocorra a apreensao do objeto
matematico, € necessario que a noésis (conceitualizagdo) ocorra através de
significativas semidsis (representagdes). Assim, a apreensao conceitual de um

objeto matematico somente sera possivel com a coordenagdo, pelo sujeito que
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aprende, de varios registros de representacdo. Ou seja, quanto maior for a
mobilidade com os registros de representagbes diferentes do mesmo objeto
matematico, maior sera a possibilidade de apreensdo deste objeto. Isto €, valido
guando associamos ao jogo de quadros, pois existem diferentes tipos de registros
que compdéem um mesmo quadro, como 0 numérico no qual podemos representar o
numero decimal na forma fracionaria sem sair do quadro numeérico, ou outro exemplo
quando ocorre a mudancga de quadro, por exemplo uma representacdo de fungao
pode ser feita através de uma expressdo algébrica, passando para o quadro
numérico, quando transformamos esta para uma tabela de valores numéricos, ou

fazemos a sua representagao no quadro geomeétrico.

Segundo Duval (1995), as representagbes semidticas sédo externas e
conscientes do sujeito, sendo que seu papel pode ser fundamental conforme a

afirmacao abaixo:

elas sdo relativas a um sistema particular de signos, linguagem natural,
lingua formal, escrita algébrica ou graficos cartesianos, figuras, de um
objeto matematico (...). De onde a diversidade de representagbes para um
mesmo objeto representado ou ainda a dualidade das representagbes
semiébticas: forma (o representante) e conteudo (o representado). (DUVAL,
19953, p.3)

Dessa forma o pesquisador mostra que o tratamento dos conhecimentos

depende da forma e nao do contetido envolvido.

Almouloud (1997, p.6) citando Duval, afirma existir nas representacdes
semidticas dois aspectos: forma (ou representante) e o conteudo (ou representado),
explicitando que a forma muda de acordo com o sistema semiético usado. Assim,
ocorrem varios registros possiveis de representagdo para um mesmo objeto de

estudo, com diferente tratamento cognitivo para cada registro.
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No entanto, Almouloud (2000, p.40) ressalta que ndo se deve confundir o
conteudo de representacdo e o objeto representado, pois, “0 conteudo de uma
representacdo nao é o objeto representado, mas o registro permite explicitar ou

revelar as propriedades do objeto representado”.

Para Duval (1993, p.39) as representagcdes sao essenciais para as atividades

cognitivas do pensamento, porque tornam possivel a construgdo do conhecimento.

Para Duval (1984) as representagdes semioticas podem ser convertidas em
representacdes “equivalentes” num outro sistema semidtico, mas podendo ter
diferentes significados para as pessoas que a utilizam. Converter uma representacao
€ “mudar a forma pela qual o objeto matematico é representado”. Por exemplo, no

caso dos numeros racionais, podemos representar de duas maneiras diferentes o

mesmo objeto matematico, %: 0,5, percebendo que as duas formas sao utilizadas

para representar o mesmo objeto. Nota-se que a conversdo ndo € uma coisa tao
simples para a compreensdo do aluno, exige a interferéncia do professor como

mediador desse processo.

Para fazermos relagbes entre a teoria de Duval com a de Douady,
selecionamos alguns instrumentos fundamentais para o desenvolvimento da teoria
de Duval, que sdo presentes na teoria do Jogo de Quadros. Na primeira etapa,
iremos destacar o sistema de representacdo semiodtica composta pelas formas de

representacdes produzidas através de: Tratamento e Converséo.

Duval (1993) define essas duas formas de representagédo da seguinte forma:

Tratamento de uma representacéo é a transformacéo dessa representagdo
no préprio registro onde ela foi formada. E pois uma transformacéo interna a
um registro. O célculo é uma forma de tratamento proprio as estruturas
simbdlicas (célculo numérico, calculo algébrico, célculo proposicional,...).
Ha, naturalmente, regras de tratamento préprias a cada registro, sua
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natureza e numero variam consideravelmente de um registro a
outro.(DUVAL, 1993, pp.41-2)

A Conversédo de uma representacgéo é a transformagao dessa representagdo
em uma representagcdo para outro registro, conservando a totalidade ou
uma pequena parte somente do conteudo do representante inicial. A
conversédo é uma transformagao externa ao registro de partida (o registro da
representagdo a ser convertida). A ilustragdo é a conversdo de uma
representagao lingliistica em uma representagdo figural. A tradugdo de
conversdo de uma representagéo linglistica nhuma lingua dada em uma
representagédo lingliistica em uma outra lingua ou de outro tipo de
linguagem. A descrigdo é a conversdo de uma representagdo nao-verbal,
esquemas,figuras, gréficos, em uma representacéo lingiiistica. E importante
a esse proposito ndo confundir essa situagdo com o desenho de um objeto
ou uma situagcdo que ndo esta ainda semioticamente representada.
(DUVAL, 1993, p.42).

Observa-se que conforme as definicbes apresentadas pelo pesquisador,

acima referentes aos conceitos de Tratamentos e Conversdes, que estes, também

estardo presentes durante o desenvolvimento das atividades de nosso projeto,

através do uso da Dialética Ferramenta-Objeto e o Jogo de Quadros.

Outros aspectos, que destacamos da teoria de Duval (1993) relacionado ao

eixo central de sua teoria sao:

1)

2)

As representagcées mentais que, segundo Piaget, sdo “crencgas,
convicgoes, idéias, explicacbes e concepcdes das pessoas sobre
fendmenos naturais e fisicos”, sdo internas e conscientes e ocorrem no

nivel de pensamento.

As representagées computacionais também sao internas, porém, nao
sdo conscientes. Com essas representagdes, o sujeito faz tratamentos
automaticos e quase instantdneos, executando certas tarefas sem
pensar em cada passo a ser dado para isso, como quando uma palavra

€ pronunciada e nao se identifica a letra.
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3) As representagoes semioticas ndo sdo nem mentais, nem materiais.
As representacdes semidticas “... sdo produgbes constituidas pelo
emprego de signos pertencentes a um sistema de representagdo que
tem especificidade propria de significancia e de funcionamento”, tais com
linguagem natural, linguagem formal, escrita formal, escrita algébrica,
graficos cartesianos e figuras geométricas. Os sistemas semidticos,
instrumentos fundamentais para o desenvolvimento das capacidades do
pensamento, sao conquistas culturais e, portanto, devem ser

aprendidos.

A partir desses elementos, entre outros, Duval (1999) define a nogao de

registro de representagao semidtica, diferenciando-a da nogao de codigo.

Para que um sistema semidtico possa funcionar como registro de
representacdo deve exercer outras fungbes além da de comunicagédo. As
duas funcbes importantes do ponto de vista cognitivo sdo a objetivacdo e as
de tratamento. (DUVAL, 1999, p.21)

Para o autor, os sistemas que preenchem essas duas funcdes sao: os

registros, os outros sao os codigos.

As representacdes semidticas, as representacbes computacionais e as
representacbes mentais ndo sao espécies diferentes de representacdo, mas sim,
representacdes que realizam fungdes diferentes. As representacbes mentais tém
uma fungdo de objetivagdo. As representagdes computacionais realizam fungdes de

tratamento.

As representagdes semioticas realizam, de maneira indissociavel, uma fungéo

de objetivacdo e uma fungéo de expressao. Elas realizam, de alguma maneira uma
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funcao de tratamento, porém, um tratamento intencional, fungado fundamental para a
aprendizagem humana. Dessa maneira, podemos citar como exemplo as
representacdes graficas, que sdo representagdes semidticas, como sao as figuras

geométricas, as escritas algébricas e as linguas.

Outro aspecto importante a ser considerado da teoria de Duval (1994, p.125),
que também contribuiram para esse trabalho, foram as apreensdes observadas pelo

pesquisador, conforme apresentamos a seguir :

(a) Sequencial: possivel nas tarefas de construgdo ou de descricdo como
objeto de reproduzir uma figura;

(b) Perceptiva: interpretacdo das formas da figura em uma situagao
geométrica;

(c) Discursiva: compreensao dos elementos da figura geométrica, por meio
da articulagao dos enunciados relacionados as propriedades do objeto;

(d) Operatéria: apreensao sobre as modificacdes possiveis de uma figura de
partida e as reorganizagdes perceptivas que essas modificagoes

sugerem.

Consideramos que estas apreensdes apresentadas pelo pesquisador,
também, estardo presentes durante o desenvolvimento da Dialética Ferramenta-
Objeto e no Jogo de quadros, pois, sdo elementos essenciais para o

desenvolvimento estratégico do aluno ao solucionar a situagao-problema proposta.

A seguir apresentaremos um quadro no qual relacionamos as representagdes

semidticas com o Jogo de Quadros.



1.4.4.1 Relagdo entre Quadro e Registro®

Tabela 1. Relacdo entre Quadros e Registros.
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Questoes direcionadas para a
analise da atividade
matematica

QUADRO

REGISTRO

1- Como podemos distinguir os
diferentes quadros e os
diferentes registros?

Um conjunto de conceitos

suscetiveis de serem organizados

em uma progressao tedrica.
Um termo da matematica.

Um sistema semidtico
produtor de um tipo de
representagodes, cuja
produgao pode responder a
funcdes cognitivas diferentes.

2.1 De que maneira
descrevemos a operagao de
mudanga?

2.2 O que fornece a mudanga?
2.3-Qual transparéncia das
correspondéncias entre os
dados antes e os posteriores
apresentados?

2.4- Quais as condigdes para
compreender o processo de
mudanga?

- Uma reintrepretagdo apoiando
sobre a formulagéo dos problemas

a resolver.
-Uma criagéo dos objetos

matematicos novos da “aplicacao
das ferramentas e as técnicas nao

s&o impostas”.(1986,p.11)

- “Correspondéncias imperfeitas”
-"utilidade dos recursos para “um
quadro auxiliar de representa¢ao”

- Uma conversao baseando
sobre as unidades de
representacdo, mas
conservando a referéncia da
representacao de partida.
-Tornar explicitos as outras
propriedades do objeto.
-permitir tratamentos
impossiveis ou muito
dispendiosos dos registros de
partida.

- Congruéncia ou nao
congruéncia entre as unidades
respectivas das
representacoes de partida e
de chegada.

- Discriminagao entre as
variagdes de representagao
em um registro que liga uma
variagao de representagdo no
outro registro e aqueles que
ndo mudam nada.

3 Quais sao as distingdes
operatérias utilizadas para
analisar o funciona-mento da
atividade matematica?

Cada Conceito

N
Ferramenta
v

objeto

Formulacao

Procedimento

Uma representagéo dos registros
iniciais.

Organizacéo interna de unidades de

Representagao <4—» cConteudo

’

v
Conversao

Uma outra representagéo “
do registro de chegada \

Obje‘o

\
\
\

Organizagdo interna das unidades de
representacao Outros
contetidos

® Fonte: Quadro retirado da pesquisa: Comment décrire et analyzer I'activité mathematique?Cadres
et registresUnicwesité du Littoral, IUFM Nord Pas Calais, Franga, realizada por Duval em 2001.
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Neste quadro, Duval (2001) mostra os questionamentos realizados sobre
quadro e os registros existentes em uma atividade matematica. Evidenciando que
em um quadro existem diversos tipos de registros, como discutimos anteriormente

neste capitulo.

Apos concluirmos os estudos sobre a teoria de Duval, colocando em
evidéncia os principais aspectos desta teoria com nosso referencial tedrico,
passaremos a discutir outros elementos que também consideramos importantes para
o desenvolvimento deste projeto, como o Contrato Didatico. O Contrato Didatico é
um instrumento primordial e essencial para todo o processo de desenvolvimento de
uma sequéncia didatica, pois estabelece relagcbes entre o professor- aluno,
proporcionando a formagcao do tripé destacado por Brousseau, professor-
conhecimento-aluno. Esta relacdo professor-aluno-conhecimento também é

apontada por outros pesquisadores no Contrato didatico, como Chevallard (1988).

O contrato didatico retine (criando-os como tal) trés termos (trés insténcias)
e ndo duas como se acredita algumas vezes. O aluno (o sujeito a que se
ensina), o professor(o sujeito que ensina) e o saber, considerando como o “
saber ensinado”. O contrato rege, portanto, a interacdo didatica entre o
professor e alunos a propdsito do saber — isto é o que chamo de relacdo
didatica (que ndo é a tdo famosa ‘“relagdo professor-aluno’)(...) as clausulas
do contrato organizam as relagcbes que os alunos e professores mantém
com o saber. O contrato rege até os detalhes do processo. Cada nogao
ensinada, cada tarefa proposta esta submetida a sua legislagéo.
(CHEVALLARD apud SILVA, 2002, pp.60-1)

Dessa maneira, o Contrato didatico se torna um instrumento essencial para a
construgcao de um sistema de ensino- aprendizagem nas pesquisas que utilizem a
sequéncia didatica como forma de estudo de um fenémeno didatico. Podemos,
também, considerar o contrato didatico como um conjunto de condigbes que
determinam, quase sempre implicitamente, aquilo que cada um os dois parceiros

(professor e aluno) da relagao didatica tem uma responsabilidade de gerenciar e, do
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que tem que prestar conta ao outro. Isto ira depender da estratégia de ensino
adotada pelo professor, adaptando diferentes contextos, tais como: as escolhas
pedagdgicas, o tipo de trabalho proposto, os objetivos de formacédo envolvidos, a

historia do professor, entre outros.

Dessa forma, notamos que o contrato didatico estabelece as atribuicdes dos

parceiros da relagao didatica no processo de aquisicdo do conhecimento.

1.4.5 O Papel do Contrato Didatico no sistema de ensino-aprendizagem

Conforme descrevemos no paragrafo anterior, justificando a importancia do
Contrato Didatico no sistema de ensino- aprendizagem, notamos que este
instrumento estabelece relagdes entre duas partes (professor e aluno) e que,
também, € um dos elementos destacado em diversas pesquisas cientificas,

conforme mostraremos e discutiremos neste topico.

O Contrato Didatico é considerado um instrumento pedagodgico, que é
essencial para o desenvolvimento de uma pesquisa; é a relacdo professor-aluno.
Para diversos pesquisadores, este instrumento didatico pode ser definido de
diversas maneiras. Em nossa pesquisa adotamos as definicdes apresentadas por

Brousseau (1986) e por Douady (1991), que discutimos a seguir.

Conforme Brousseau apud ALMOULOUD (1990, p.81), define-se o Contrato
Didatico como um conjunto de comportamentos especificos do professor, esperado
pelos alunos e o conjunto de comportamentos dos alunos, esperado pelo professor.

Assim para o autor o Contrato é:
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0 conjunto das regras que determinam explicitamente, para uma pequena
parte, mas sobretudo implicitamente, o que cada parceiro da relagao
didética vai ter que gerenciar e o que cada um, de uma maneira ou outra,
tera que computar frente ao outro. (BROUSSEAU apud ALMOULOUD,
1990, p.81).

O Contrato Didatico € o que condiciona a significacdo do problema e do
conceito para o aluno; é o que permitira a negociagédo do sentido das atividades em

jogo.

De acordo com a definicdo dada acima, o contrato didatico esta relacionado
conforme a situacdo dada. Porém, este é utilizado também, em uma série de
situacdes, de um nivel de ensino sendo um meio utilizado pelo docente para

controlar o tempo didatico na sala de aula.

Para Brousseau:

O contrato fixa o papel convencional do conhecimento, da aprendizagem,
da memodria e transmite uma espécie de ‘teoria” do conhecimento, “teoria”
que se chama “epistemologia escolar” e que a fungdo permitir a
comunicagéo didatica. (BROUSSEAU apud ALMOULOUD, 1990, p.81)

Além deste aspecto apresentado por Brousseau (1990), na citagdo acima,
podemos considerar outros aspectos em relagdo ao contrato didatico, que podem
contribuir para a coleta de fatores que impedem ou favorecem o acesso dos alunos

ao conhecimento. Isto ¢é justificado por meio do pensamento deste pesquisador:

0 que impede ou favorece o acesso dos alunos ao conhecimento, o que
bloqueia a entrada de certas criangas no processo de aprendizagem. Pois
0s contratos, suas realizagbes e seus sucessos revelam a idéia que os
professores e os alunos tém da matematica e de seu funcionamento, das
condicbes de sua criacdo e, portanto, de seu interesse. Sdo as
circunstancias nas quais a matematica estda empregada que lhe da sua
significagdo. (BROUSSEAU apud ALMOULOUD, 1990, pp.81-2)

No entanto, entendemos que o contrato didatico € uma espécie de pacto entre
o aluno e o professor em relagdo ao conhecimento, ou seja, estes sdo os elementos

participantes de uma situagéo didatica.
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Douady apresenta a seguinte visdo a respeito do contrato didatico: contrato
didatico esta relacionado com as estratégias de ensino adotadas; as escolhas feitas
pelo professor, as responsabilidades atribuidas aos alunos, os objetivos de ensino.
Todos esses pontos sao determinantes essenciais do contrato didatico que,

geralmente, é o reflexo da concepgéao de aprendizagem do professor, da escola, etc.

Desse modo, devemos considerar que o contrato € um ponto essencial para a
construgao do conhecimento, pois, envolve as relagdes entre professor e aluno, que
€ importante no sistema de ensino-aprendizagem. No entanto, para que o contrato
tenha um bom funcionamento ele dependera dos diferentes contextos de ensino e
da aprendizagem, como também, das escolhas pedagdgicas, do tipo de trabalho
proposto aos alunos, dos objetivos de formagao, da epistemologia do professor, das
condi¢cdes de avaliacido, etc, buscando, sempre, a aquisicdo dos saberes pelos

alunos.

Encerramos a fundamentacgao tedrica através da discussdo e apresentacao
das funcbes desempenhadas pelo contrato didatico no sistema de ensino-

aprendizagem.

Em seguida, apresentamos e discutimos a metodologia e os procedimentos

adotados para o desenvolvimento desta pesquisa.
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1.5 Metodologia e Procedimentos Metodolégicos

1.5.1 Introducgao

O desenvolvimento desta pesquisa teve como elemento norteador a
elaboragdo, a aplicacdo e discussdo de uma sequéncia didatica voltada para
desenvolver um processo de ensino e aprendizagem, buscando propor atividades
utilizando o ramo da Geometria como instrumento de construcdo do conhecimento,
com o propodsito de auxiliar os professores no ensino da algebra e os alunos na

aprendizagem do conceito de expressdes algébricas, de maneira mais significativa.

Como instrumento de construgdo do conhecimento, utilizaremos as teorias de
Douady “O Jogo de Quadros” e a “Dialética Ferramenta-Objeto”, que estao
presentes em nossas atividades, para que os alunos as utilizem como forma de

construir suas estratégias de resolugao das situagdes propostas.

Nossas atividades estdo relacionadas a integracdo da Geometria com a
Algebra, na qual a nogdo de area sera utilizada como ferramenta para a construgéo

do conceito da expresséao algébrica.

Adotamos como linha metodoldgica para a nossa pesquisa a Engenharia
Didatica, que é composta por quatro fases: analises preliminares, analise a priori,
experimentacdo e analise a posteriori. Segundo Douady, esta metodologia se
enquadra no desenvolvimento de suas teorias, pois, contribui para a construcao de

uma sequéncia didatica, coerente com a realidade dos alunos.

Para Douady (1993), o termo Engenharia Didatica é entendido como sendo

uma metodologia especifica, conforme os relatos abaixo:
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(...) uma seqliiéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s) e articulada(s) no
tempo, de forma coerente, por um professor- engenheiro para realizar um
projeto de aprendizagem para uma certa populagdo de alunos. No decurso
das trocas entre professores e alunos, o projeto evolui sob as rea¢bes dos
alunos e em fungéo das escolhas e decisbes do professor. (DOUADY, 1993,

p.2)

Além disso, a pesquisadora também complementa que esta Engenharia pode

ter diferentes objetivos, como por exemplo:

(....) pesquisas que visam um estudo de processos de aprendizagem de um
certo conceito, daquelas que séo transversais aos conteudos, mesmo que
seu suporte seja o ensino de um dominio preciso. (DOUADY, 1987, p.224)

Outros pesquisadores, como Michele Artigue (1988) caracteriza esta

metodologia de maneiras diferentes, conforme apresentamos a seguir:

”

(...) como um esquema experimental baseado sobre ‘realizagées didaticas
em sala de aula, isto é, sobre, a concepgédo, a realizacdo, a observagéo e a
analise de seqliéncias de ensino. (ARTIGUE, 1988, p.285)

Partindo desta caracterizagao de Artigue, é valido também, comentar que a
Engenharia Didatica é formada por dois niveis: a microengenharia e a
macroengenharia. As pesquisas de microengenharia sdo aquelas que tém por
objetivo o estudo de um determinado assunto; elas sado localizadas e levam em
conta, principalmente, a complexidade dos fenbmenos de sala de aula. Por outro
lado, temos as pesquisas de macroengenharia, que permitem compor a
complexidade das pesquisas de microengenharia com a dos fendmenos ligados a
duracgéo nas relagdes ensino/aprendizagem. Sendo assim, estes tipos de pesquisas
se complementam e, por isso, sdo necessarias que trabalhem em conjunto, apesar
das pesquisas de macroengenharia serem mais dificeis. Conforme os relatos de
Artigie (1988, p.286) ‘incontornaveis a despeito de todas as dificuldades

metodoldgicas e institucionais que apresentam’.
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Além disso, é importante ressaltar que a Engenharia Didatica apresenta uma

dupla funcédo na Didatica da Matematica, na qual ela pode ser compreendida como

um produto resultante de uma analise a priori, caso da metodologia de pesquisa, ou

como uma producgao de ensino.

Na sequéncia, apresentamos e descrevemos as fases da metodologia da

Engenharia Didatica e em seguida discorremos sobre a construgdo da sequéncia

didatica deste projeto, utilizando-se desta metodologia.

O processo experimental da Engenharia Didatica se compde de quatro fases:

a)

b)

12 Fase — Analises Preliminares: sao feitas através das consideracdes
sobre o quadro tedrico didatico geral e sobre os conhecimentos didaticos
ja adquiridos sobre o assunto em questdo, bem como sobre a andlise:
epistemoldgica (conteudos contemplados pelo ensino), do ensino atual e
seus efeitos, da concepcdo dos alunos das dificuldades e obstaculos
que determinam sua evolucdo, do campo dos entraves do qual vai se
situar a efetiva realizagcdo didatica. Tudo isso deve levar em
consideragcdao os objetivos especificos da pesquisa. As analises
preliminares sao feitas, principalmente, para embasar a concepcao da
engenharia, porém, elas sdo retomadas e aprofundadas durante todo o

desenvolvimento do projeto.

22 Fase — Concepcao e Analise a priori das situagdes didaticas:
Nesta etapa, o pesquisador orientado pelas analises preliminares
delimita um certo numero de variaveis pertinentes ao sistema sobre os
quais o ensino pode atuar, as quais sao denominadas de variaveis de

comando.
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Para Artigue (1988), esta fase pode ser caracterizada da seguinte maneira:

A anélise a priori deve ser concebida como uma analise do controle do
sentido, pois a teoria das situagbes didaticas que serve como referéncia a
metodologia da engenharia didética teve desde a sua origem a ambigcéo de
se constituir como uma teoria de controle das relagbes entre o sentido e
situagées.

(...) o objetivo da analise a priori é determinar no que as escolhas feitas
permitem controlar os comportamentos dos alunos e o significado de cada
um desses comportamentos. Para isso, ela vai se basear em hipoteses e
s80 essas hipoteses cuja validagdo estara, em principio,indiretamente em
jogo, na confrontagdo entre a analise a priori € a analise a posteriori a ser
operada na quarta fase. (ARTIGUE, 1988, p.293)

Sendo assim, a analise a priori comporta uma parte de descricdo e outra de
previsdo e esta centrada nas caracteristicas de uma situagao a-didatica que se pode

criar e que se quer aplicar aos alunos visados pela experimentacao.

Em uma analise a priori devemos considerar: 1) descrever cada escolha local
feita (eventualmente relacionada as escolhas globais) e as caracteristicas da
situagdo a-didatica decorrentes de cada escolha; 2) analisar qual é o desafio da
situacao para o aluno, decorrente das possibilidades de acido, de escolha, de
decisdo, de controle e de validagao de que ele dispora durante a experimentacéao; 3)
prever os comportamentos possiveis e mostrar no que a analise efetuada permite
controlar o sentido desses comportamentos; além disso, deve-se assegurar que, se
tais comportamentos ocorrerem, resultardo do desenvolvimento do conhecimento

visado pela aprendizagem.

A andlise a priori tem como objetivo a consideracdo do aluno em dois
aspectos; o descritivo e o previsivo. Sendo assim, o aluno é considerado o ator
principal e o papel do professor é recuperado por meio do contrato didatico, além de
atuar como mediador da situagdo e, ao final da situagdo proposta, é o

institucionalizador do conhecimento.
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32 Fase: Experimentagao: é a fase da realizagdo da engenharia com
uma certa populagao de alunos. Ela se inicia no momento em que se da
o contato pesquisador/professor/observadores com a populacdo de

alunos-objeto de investigagao.

A experimentagdo supbe o0s seguintes objetivos: 1) a explicitagdo dos

objetivos e condi¢gdes de realizacdo da pesquisa a populagdo de alunos que

participara da experimentagdo; 2) o estabelecimento do contrato didatico; a

aplicagao dos instrumentos de pesquisa; 3) os registros das observagdes feitas

durante a experimentagao (observagao cuidadosa descrita em relatorio, transcrigéo

de registros audiovisuais, etc).

d)

42 Fase: Anadlise a posteriori e validagao: esta fase esta apoiada nos
dados colhidos durante a experimentagcdo constante das observacdes
realizadas durante cada sessao de ensino, bem como, das producdes
dos alunos em classe ou fora dela. Para compreendemos melhor os
resultados coletados, faz se necessario a utilizagdo de alguns
instrumentos auxiliares, tais como: questionarios, entrevistas individuais
Ou em pequenos grupos, realizados durante a experimentagao. Assim,

podemos considerar as 32 e 42 fases complementares.

A validacao ocorre, quando comparamos os resultados da analise a priori com

os resultados da posteriori.

Ao finalizarmos as descrigdes das fases desta metodologia, faremos uma

breve descricado da escola escolhida e, em seguida, apresentamos a elaboragao e
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desenvolvimento da sequéncia didatica do nosso projeto aplicando esta

metodologia.

1.5.2 Escolha da Escola e sua caracterizagao

Escolhnemos como local para aplicacdo de nossa pesquisa uma Escola
Estadual, localizada na regidao Sul da cidade de Sao Paulo. Por ser uma regidao que
possui uma diversidade em sua clientela, podemos encontrar alunos tanto do ensino

publico como de escolas particulares.

O nosso grupo de estudo € composto de alunos de 12 a 15 anos da 72 série
do ensino fundamental. Este grupo € formado por 45 alunos, sendo 20 meninos e 25

meninas.

A Escola funciona em trés periodos: matutino, no qual temos 82 séries e
Ensino Médio; vespertino, com Ensino Fundamental de 52 série a 72 série e noturno

somente com o Ensino Médio.

O corpo docente desta escola é formado por 60 professores, dos quais 12 sdo
da area de matematica. Conversei diariamente com esse grupo de professores, no
qual constatei que estdo sempre buscando novos métodos de ensino, visando

proporcionar um ensino de qualidade.

A comunidade escolar € composta por classe média e classe baixa da

periferia que procuram um ensino de melhor qualidade, em escolas bem localizadas.
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1.5.3 Elaboracao e Selecao das atividades da Sequéncia Didatica

Para desenvolvermos a sequéncia didatica do projeto, procuramos analisar 0s
trabalhos realizados na comunidade cientifica, que relacionam a Geometria com a
Algebra e as atividades propostas pelos pesquisadores, como também, as atividades

propostas nos livros didaticos, entre outras fontes consultadas.

A seqUéncia didatica compreendeu quatro fases: estudos preliminares,
elaboragao das atividades para a sequéncia e uma analise a priori, experimentagao

€ uma analise a posteriori.

Os estudos preliminares serviram de base para a construcdo e elaboracao
das atividades da sequéncia, levando em consideragao alguns pontos importantes

adquiridos durante os estudos realizados, que destacamos a seguir:
a) Adocdo do conceito de area como instrumento de construgdo da
expressao algébrica;

b) As concepgbes dos alunos, professores e das dificuldades e obstaculos
que surgem durante o processo de ensino- aprendizagem das expressdes

algébricas;

c) O estudo e analise da Proposta Curricular para o Ensino da Matematica do

Ensino Fundamental;

d) O estudo e analise dos livros didaticos utilizados pelos docentes no

sistema de ensino;
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e) Andlise das questdes propostas no Saresp® e nas Olimpiadas Estaduais
de Matematica do Estado de S&o Paulo, com o intuito de verificar como
vem sendo cobrado o ensino da algebra nestes tipos de avaliagdes. A
Saresp tem o propdsito de obter indicadores educacionais que possam
subsidiar a elaboragao de propostas de intervengao técnico-pedagdgica no
sistema de ensino visando melhorar a sua qualidade e corrigir eventuais
distorgdes detectadas. Esta avaliagao é considerada uma “Bussola” para a
reorientacdo das acdes da SEE/SP'® no que diz respeito a capacitagéo
dos recursos humanos do magistério e, do trabalho das escolas
participantes,procurando envolver diretamente professores, alunos e pais
nas atividades propostas, visando melhorar a qualidade de ensino no

Estado de Sao Paulo.

Para realizarmos o levantamento das concepc¢des dos alunos a respeito dos
conceitos de area e de expressdes algébricas, fizemos observagdes durante as
aulas ministradas pelo docente da classe e em um outro momento foi aplicado um
teste piloto procurando avaliar as seguintes nog¢des dos alunos: area, perimetro,
diferenciagao entre as figuras planas (tridngulos, quadrados, retangulos, losangos,
entre outros), visando detectar as dificuldades da turma e os seus conhecimentos a

respeito destes objetos matematicos.

Este teste piloto consistia em quatro questdes nas quais os alunos deveriam

definir o conceito de uma figura plana utilizando suas proprias palavras, e dar

® SARESP: Sistema de Avaliacdo de Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo.
' SEE/S:- Secretaria de Educacéo do Estado de Sao Paulo.
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exemplos. Em seguida deveria calcular a area e o perimetro das figuras dadas

(retangulo, quadrado, tridngulo), e responder o que era area e perimetro, para eles.

Com os resultados obtidos no teste pudemos tragar o perfil da turma e assim
elaborarmos as atividades para nossa sequiéncia. Constatou-se que a turma tinha
uma boa nogao em diferenciar uma figura plana da outra; sabiam definir uma figura
plana, mas o problema apontado por Douady (1986) e Baltar (2000) em suas
pesquisas associadas as nocdes de area e perimetro foi uma das dificuldades que
mais apareceram nesta turma. Porém eles tinham um conceito bem formado quanto
as unidades métricas, pois sabiam que a area era medida em metros quadrados (m?)
ou centimetros quadrados (cm?), e o perimetro em unidades lineares (m ou cm).
Também sabiam diferenciar as grandezas e podiam associar o comprimento como

base da figura e a largura como altura.

Apos a aplicacdo do teste e a analise dos resultados, realizamos uma
discussdo entre o corpo docente de matematica a respeito das dificuldades
enfrentadas por eles durante o ensino do conceito de area e de expressdes

algébricas e, quais eram as dificuldades mais comuns entre os alunos.

Foi constatado que os erros apontados nas pesquisas cientificas realmente

ainda estavam presentes na aprendizagem dos alunos.

A partir dos resultados do piloto, pudemos aprimorar nossa analise e tracar
um perfil mais detalhado do grupo analisado, com as contribuicées dos professores
sobre as dificuldades enfrentadas pelos alunos e por eles mesmos durante o ensino
destes conteudos. Dessa forma, pudemos elaborar as atividades da sequéncia
didatica, procurando meios para melhorar o ensino destes conteudos e tornando-os

mais significativos para os alunos.
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Fizemos uma analise prévia das atividades propostas, enumerando os
objetivos gerais e o0s objetivos especificos de cada atividade. Além disso
descrevemos o roteiro de desenvolvimento das atividades, que sao os
procedimentos que esperamos que 0s alunos utilizem para resolverem as atividades
propostas e, descrevemos 0s processos que o docente deve seguir para debater

com os alunos os resultados obtidos.

Na fase de experimentagdo, trabalhamos com um grupo de 45 alunos,
contando com a participacao de um observador. Estipulamos 40 sessdes para a
aplicagao da sequéncia didatica composta por 12 atividades. Como o periodo de
experimentacdo de nossa sequéncia era composto por alguns feriados, né&o
conseguimos aplicar todas as atividades da sequéncia; sendo assim, aplicamos as
atividades 1 a 9, utilizando 34 sessbes. Cada sessdo é composta por 50 minutos e,
nossos encontros com a turma eram realizados duas vezes por semana. Dessa
forma, acreditamos que seriam necessarias realmente mais de 40 sessodes, devido
ao ritmo de aprendizagem deste grupo estudado. Além disso, 0 numero de sessdes
necessarias para o desenvolvimento desta sequéncia dependera do ritmo de

aprendizagem do grupo a ser aplicado, variando entre 32 a 42 sessdes.

Durante o desenvolvimento das atividades foram observados pela

pesquisadora e o observador, 0os seguintes aspectos:

a) desenvolvimento das atividades em sala de aula com a presenga da

pesquisadora e do observador;

b) postura do professor frente a classe e em relagdo a sequéncia e as
possiveis dificuldades encontradas pelos alunos durante a resolucdo dos

problemas propostos;
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c) A compreensao dos alunos sobre os conteldos expostos;
d) Os erros apresentados pelos alunos durante a execugéo das atividades;
e) As diferentes estratégias de resolug¢des dos alunos;

f) A validacao da proposta didatica.

Apds citarmos alguns dos aspectos que observamos durante o
desenvolvimento das atividades, apresentamos alguns dos instrumentos que

utilizamos para avaliar os resultados obtidos.

Como instrumentos de anadlise dos resultados utilizamos as estratégias
usadas pelos alunos na resolucdo das atividades através dos registros obtidos
durante as observagoes feitas em sala de aula e dos registros feitos nas fichas das
atividades. Além disso, utilizamos a dialética ferramenta-objeto como instrumento de
analise para verificar quais as etapas estiveram presentes no desenvolvimento da

sequéncia.

1.6 Uma sequéncia didatica com os alunos da 72 série

Neste projeto, elaboramos e construimos uma sequéncia didatica composta
por 12 atividades para ser desenvolvida com alunos da 72série do ensino

fundamental.

Essas atividades visam trabalhar a integracdo da Geometria com Algebra
para construgdo do conceito de expressdes algébricas, utilizando a Dialética

ferramenta-objeto e o Jogo de Quadros.
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Em seguida, apresentamos uma sintese dos fatores qualitativos de analise.

1.7 Fatores qualitativos de analise

Na analise de resultados da sequéncia didatica servimo-nos das fichas de
atividade dos alunos, das observacdes realizadas em sala de aula por meio dos
relatorios, dos tipos de erros cometidos pelos alunos, e das estratégias utilizadas
nas resolucdes das atividades. Nossos instrumentos de analise sao a Dialética
ferramenta-objeto, os registros e representacées dos alunos, os quadros envolvidos
e as apreensdes utilizadas pelos alunos durante o desenvolvimento da atividade.
Estes recursos serao discutidos no final do capitulo 5, no qual apresentaremos a

analise dos resultados das atividades da sequéncia didatica.
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CAPITULO 2. INTEGRANDO A GEOMETRIA E A ALGEBRA

2.1 Introducao

Ao iniciarmos este capitulo, apresentamos um breve estudo sobre a Historia
da Matematica, relacionando os diversos campos da Matematica que contribuiram
para a escolha das ferramentas que foram utilizadas para a constru¢gao de nossa

pesquisa cujo objeto matematico sdo as Expressdes Algébricas.

Nossa pesquisa no campo da Histdria da Matematica inicia-se por meio do
estudo das historias dos povos babildnicos, egipcios, gregos, hindus até chegar aos
arabes, todos inseridos nos trés estagios da Algebra: o retérico, sincopado e o
simbdlico, procurando sempre os métodos que tratam a Geometria como
instrumento de construgdo da Algebra, relatados por diversos autores, tais como:
Boyer (1974) que em seu livro “Histéria da Matematica” relata alguns aspectos
interessantes, relacionando a Geometria com a Algebra, outros autores como
Baumgart (1995), também, valorizam estes aspectos historicos da matematica e nao
somente ligados a Geometria com a Algebra, como, também, com os demais
campos da matematica, como no caso a Aritmética. E valido citar as duas fases da
Algebra: 1) Algebra antiga (elementar) definida como sendo o estudo das equacdes
e métodos de resolucdo dos problemas; 2) Algebra moderna (abstrata), sendo o

estudo das estruturas matematicas, tais como: grupos, anéis, corpos, entre outros.

Também faremos uma breve referéncia ao criador da Algebra Al-Khwarizmi

(780 d.C. a 850 d.C.), que escreveu os tratados de Aritmética, Algebra, Astronomia,
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Geografia e sobre o calendario. Os tratados de Aritmética e Algebra serdo discutidos

no tépico referente ao autor.

No entanto, ndo podemos esquecer dos famosos matematicos como Diofanto,
Euclides, Pitagoras, Viéte, Descartes, Cardano entre outros, que contribuiram para o

desenvolvimento da Algebra.

2.2 Uma Analise Histérica no campo da Algebra

A nossa trajetdria na historia da Algebra comeca através do estudo da origem
da palavra Algebra, que hoje é utilizada dentro do campo matematico; ela néo esta
sujeita a uma etimologia nitida como o campo da Aritmética, que é derivada do

grego arithmos (“numero”).

A Algebra é considerada uma variante latina da palavra arabe al-jabr (as
vezes usada como al-jebar), utilizada como titulo de um livro, Hisab al-jabar w’al-
muqabalah (Ciéncia da Restauragdo e Reduc¢ao), escrito em Bagda por volta de 825

a.C. pelo matematico arabe Mohammed ibn-Musa al-Khwarizmi.
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2.2.1 Conhecendo um pouco mais sobre Mohammed al-Khwarizmi, o pai da

Algebra

Sabe-se muito pouco da vida de Abu Abdullah Mohammed ibn — Musa al-

Khwarizmi. Nao se sabe ao certo quando nasceu, provavelmente por volta de 780

d.C. e teria morrido entre 830 e 850 d.C. Seu nome significa Mohammed, pai de

Abdullah e filho de Moises, de Khwarizmi. Viveu em Khowarezm,

localizado na

regido sul do mar de Aral, na altura da parte da Pérsia ocupada pelos Arabes, que

atualmente, faz parte do Uzbequistao. Certo é que foi um dos primeiros matematicos

a trabalhar na Casa da Sabedoria, em Bagda, durante o reinado do califa, arabe al-

Mamum (813-883 d.C). Esta regidao esta localizada atualmente no

conforme o mapa abaixo.

Uzbequistao,

A= S Elyrné.ru‘yah_
“ECirkcwnk
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-

e e *BAGHD'AD

Ar Pl e _
Hartoala o0 RO
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o0 Barsrably e b
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Figura 3:Fonte :lrag_map.png (12KB, MIME type: image/png) Wikipedia, 25/01/2007

O maior escritor arabe no campo da matematica foi provavelmente, al-

Khwarizmi (c.825 d.C.), ainda que para muitos sua algebra revele pouca

originalidade. Além disso, al-Khwarizmi escreveu tratados sobre Aritmética, Algebra,
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Astronomia, Geografia e sobre o calendario. Tanto o tratado sobre Aritmética como o
sobre Algebra constituiram o ponto de partida para trabalhos posteriores e
exerceram uma forte influéncia no desenvolvimento da matematica, nos campos da

Aritmética e da Algebra.

A versao do tratado de Aritmética de al-Khwarizmi encontra-se perdida, mas
este chegou a Espanha e existem traducgdes, do século Xll, para o latim. Neste texto,
al-Khwarizmi introduz os nove simbolos indianos para representar os algarismos e
um circulo para representar o zero. Depois, explica como escrever um numero no
sistema decimal de posic¢ao utilizando os 10 simbolos. Descreve as operacdes de
célculo (adicdo, subtragcdo, multiplicagcdo e divisdo) segundo o método indiano e
explica a extragao da raiz quadrada. Em seguida, explica o calculo com os numeros
inteiros, e depois trabalha com as fragbes utilizando o método dos egipcios como
soma de fracdes unitarias.

O tratado de Algebra escrito data de
cerca de 830 d.C. tendo o titulo Hisab al-jabr
w’al-muqgabala. Uma provavel tradugao seria
o calculo por completagao (ou restauragao) e
reducdo. Al-jabr é a operagao que consiste
em adicionar termos iguais a ambos o0s
membros da equag¢ao de forma a eliminar
um dos termos com coeficiente negativo e al-
mugabala é a operagdao que se faz em

seguida e que consiste em adicionar os

termos semelhantes.

Figura 4. Foto de al-Khwarizmi
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Nesta obra de al-Khwarizmi, que é composta por trés partes, nas quais a
primeira trata da area da Algebra, que precede um breve capitulo sobre as
transagdes comerciais; na segunda € discutida a Geometria e a terceira parte sobre
as questdes de herangas. No seu livro o autor ndo utiliza qualquer simbolo, nem
sequer os simbolos que descrevera posteriormente na sua aritmética.

Este livro, também, foi traduzido para o latim, no século Xll, mas estas
tradugdes nédo incluiram a segunda e a terceira partes. Encontramos alguns relatos
do livro arabe na obra de Robert Chester, traduzido para o latim, conforme
apresentamos a seguir:

e ) @ gm o ahl alt o el das Jo

dal gy L3l gay lajder Ldsl oy deg )l &S 24005
ot ade Uoj be Jbe ane buals 156 alacil Jodi ol
gder ymy JUI 3 sl ool 2 2l oy B | Aot

£y ;;::..n_,i.-_? JI-'-'.[-;

o =

Figura 5: Representacgéo Algébrica utilizando a Geometria.
Fonte: Excerto de uma pagina da Algebra, da Edicao de Rosen, 1831.

Além dos relatos sobre as obras de al-Khwarizmi, a Algebra arabe proveio da
Algebra dos Hindus e Gregos, que serdo discutidos neste capitulo, e que nos
levaram a utiliza-los em nosso projeto. E importante ressaltar que o autor utilizava
um tipo de “transposicéo” que ndo é encontrado nos trabalhos hindus e gregos, e
parece ser o0 primeiro a reunir poténcias iguais da incognita, que € considerada uma

idéia original. Ele resolvia as equacgdes lineares e quadraticas, numericamente e
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geometricamente. Reconhecia a existéncia de raizes negativas (como os hindus)

mas conscientemente as rejeitava.

A seguir apresentamos as duas resolugdes de al-Khwarizmi, utilizando o
método de transposicdo ou cancelamento e o geométrico utilizando o “completar

quadrados”.

a) Método de transposicgao:

Tabela 2. Método de transposicéo

Procedimentos Resolugao Numérica Resolucgao Algébrica
1) Reparta ao meio o 2 +10x =39 (generalizagéo)
numero de raizes, o que no x4+ px=gq
presente exemplo é cinco. |

—(10)=5

2 P
2) Este vocé multiplique 5.5_95 2
por ele mesmo; o produto é N
vinte e cinco. 2

5

3) Some isto a trinta e 25+39=64 2

nove; a soma € sessenta e

quatro. » 2
Vo4 =8 (3]

4) Agora tome a raiz disto,

que € oito, e subtraia 8 _E =3

metade do numero de 2 2
raizes, que € cinco; o resto (EJ +\/q7
é trés. 2

5) Esta é a raiz do
quadrado que vocé pro-
cura; o quadrado mesmo é
nove.

Fonte: BAUMGART, 1995, p.77.
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b) Método Geométrico: “Completar Quadrados”

2 [2]

Figura 6. Representagdo geométrica do problema.

Nota-se na resolugdo geométrica, que a area sombreada representava a
parte negativa a ser extraida do quadrado, representada no método de
cancelamento. Para a determinacdo da raiz quadrada, os arabes adotavam uma
concepgao diferente dos gregos, aproximando-se dos hindus. Os gregos
consideravam o numero 5 como lado de um quadrado de area 25, ja os arabes
utilizavam apenas as concepgdes dos hindus, que concebiam o 25 como sendo uma
arvore que crescia a partir do numero 5, sua raiz. Outros matematicos arabes
também, utilizavam a geometria para resolugé&o de problemas algébricos como Omar
Khayyam (c.1100 d.C.), conhecido pela obra Rubayat. Ele utilizava a algebra
geométrica, para resolver equagdes cubicas através da determinagao da intersecgéo

das conicas. Foi considerado o maior feito da algebra arabica.

Outros autores, como Boyer (1974) considera que o livro de al-Khwarizmi
deveria receber o titulo de “ciéncia da transposicdo e cancelamento” segundo a
definicdo: “a transposicdo de termos subtraidos para outro membro de uma
equacgao” e “o cancelamento de termos semelhantes (iguais) em membros opostos

da equacdo.” (BOYER, 1974, pp.252-3).
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Partindo-se dos relatos feitos na citacdo acima, podemos fazer uma

comparagao da equacgao algébrica na visao da al-jabr. Considerando a equacgéo :
X +4x+6=6-2x+5x>(1)
teremos como resultado final segundo al-jabr :
x* +6x=5x" (2)

Considerando a demonstragdo dada acima, constatamos que a Algebra pode
ser considerada a “ciéncia das equacgdes”. Ainda baseados nos estudos etimologicos
podemos destacar a palavra “algorismo” ou (algoritmo), que significa qualquer
processo especial para calcular, que também tem origem arabe e de origem do
matematico al-Khwarizmi, pois em sua obra Liber algorismo (1143 d.C.), ele

descreveu o processo de calculo com numeros indo-arabicos.

Outro aspecto que é valido ressaltar na cultura arabe ¢é a utilizagdo da palavra
algebrista (restaurador de ossos quebrados), conhecido na Espanha moura, pois era
utilizado pelos arabes marroquinos. Além disso, este povo valorizava seus
algebristas considerando-os como sabios na sociedade arabe, por solucionarem
diferentes problemas matematicos. Alguns dos problemas propostos encontram-se

na obra “O homem que calculava” (MALBA TAHAN, 1995).

Atualmente, a “Algebra” ndo é apenas a ciéncia das equacdes, mas sim
adquiriu um significado mais amplo e uma definicdo mais satisfatéria que foi devida a
duas fases dentro da histéria da Algebra: (1) Algebra antiga conhecida como
elementar, onde estudamos as equacdes e métodos de resolucdo, (2) Algebra
moderna (abstrata) onde estudamos as estruturas matematicas, como os grupos,

anéis, corpos. Em nosso trabalho estudaremos apenas a fase da Algebra antiga.
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2.2.2 Origem das Equagoes Algébricas e Notagoes

As equacdes algébricas surgiram aproximadamente no periodo de 1700 a.C a
1700 d.C. Foi caracterizada através da invencédo gradual do simbolismo e pela
resolugcao de equacgdes (utilizando-se coeficientes numéricos) através do uso de
diversos métodos, que foram se desenvolvendo até chegarem a resolugdo de
equacgdes cubicas e quarticas (c.1545) e o inspirado tratamento das equacgdes

polinomiais que foi estudado por Francgois Viéte (1540-1603). (BAUMGART, 1995,

p.3)

Ja o desenvolvimento da notagdo algébrica ocorreu ao longo dos trés
estagios da Algebra: o Retdrico (ou verbal), o Sincopado (no qual utilizavam as
abreviagbes de palavras) e o Simbdlico. Constatou-se que o ultimo estagio, foi o
periodo no qual a notagdo passou por varias modificagdes e mudancas, até tornar-

se razoavelmente estavel ao tempo de Isaac Newton (¢.1700 d.C.).

Como exemplo de notacdo, podemos considerar o caso do numero 7, que €
utilizado em varios paises, mas é representado de diferentes maneiras, no sistema
americano escrevem “3.1416” com a aproximagdao de =, ja 0S europeus
convencionam o simbolo da seguinte forma: “3,1416”. Outra curiosidade a respeito
dos simbolos e notagdes € o simbolo da divisédo (+) que representa para nos a
operagao da divisao; ja nos paises europeus este simbolo representa a operacgao de

menos.



83

2.3 Algebra Babilénica — Estilo Retérico

De acordo com Kieran (1989), o estagio retorico, que surgiu no periodo antes
de Diofanto (c.250 a.C), foi caracterizado pelo uso de descricbes em linguagem
comum para resolver tipos particulares de problemas e pela falta de simbolos ou

sinais especiais para representar incognitas.

Ja, Baumgart (1995) nos apresenta a ligacdo do estilo retérico com a
civilizagéo babilénica, que supostamente deu origem a Algebra, e que se utilizava
deste estilo para solucionar seus problemas, conforme os relatos da resolugao

demonstrada a seguir:

O problema mostra o relativo grau de sofisticacdo da Algebra babilénica. E
um exemplo tipico dos problemas encontrados na escrita cuneiforme em tabuas de
argila que representam o tempo do Rei Hammurabi (c.1700 a.C). A exposicéao ¢ feita
em portugués, utilizando o sistema decimal indo-arabica em vez da notagéo

sexagesimal cuneiforme.

A coluna paralela a direita fornece as passagens correspondentes em

notacido moderna.

Problema:[1] Comprimento, largura. Multipliquei comprimento por largura,
obtendo assim a area :252. Somei comprimento e largura :32. Pede-se

comprimento e largura



Tabela 3. Resolugdo do problema proposto

[2] [Dado] 32 soma ; X+y= k} A)
252 area. xy=P

[3] [Resposta] 18 de comprimento,

14 de largura.

[4] Segue-se este método:

k
Tome metade de 32 [que é 16] P
16 x 16 =256 (5]2
2
256 -252 =4 At
(Ej —P= f}...(B)

Araiz quadradade 4 é 2

16 + 2 =18 comprimento E—i—t:x
2
k
16 — 2 = 14 largura 2
LI —ﬁ—tz— =x
[5] [Prova] Multipliquei 18 de compri- 2 2 4 —EEY

mento por 14 de largura.
18 x 14 = 252 area

Fonte: BAUMGART. 1995, pp.4-5.
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Nota-se que na resolugdo do problema proposto, encontramos a seguinte
explicacdo: (1) o problema é formulado, (2) os dados sdo apresentados, (3) a
resposta € dada; (4) o método de resolugéo € explicado com numeros e finalmente,

(5) a resposta é testada.

O desenvolvimento da resolugao descrita acima, € conhecido como método
de solugao, denominado pela pesquisadora B.L. Van der Waerden (1965), sendo

utilizado em diversas resolucdes de problemas semelhantes.

Ao analisarmos o sistema (A) formado na resolugédo proposta, notamos que
nos dias atuais utilizamos o sistema de substituicdo para resolver a questao
proposta, partindo-se da seguinte hipétese, escrevendo uma expressao de y em
funcdo de x e, em seguida substituindo na préxima equacgéo e, entdo, resolver a
equacado quadratica. Ja, os Babilénios também sabiam resolver pelo método de
substituicdo, mas, preferiam usar o método paramétrico, ou seja, utilizando-se da
notacdo moderna, eles concebiam x e y em termos de uma nova incognita (ou

parametro) t fazendo x = (gjﬂ ey= (gj—t .

2
Entao o produto xy = (gwj-(%—tj = (ﬁ) -t° =P

2
Levando-os a relacao (B): temos (gj -P=

E valido notar que o problema proposto acima tem um significado histérico
porque a Algebra grega (geométrica) dos pitagéricos e de Euclides seguia o mesmo
método de resolugdo, porém, em termos de segmento de retas e areas e ilustrado
por figuras geométricas. Outro matematico Grego, conhecido pelos seus feitos

matematicos, Diofanto, também utilizou-se da abordagem paramétrica em seu
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trabalho com as equacgdes “diofantinas”. Ele deu, assim, o inicio ao simbolismo
moderno, introduzindo abreviagbes de palavras e evitando o estilo um tanto intrigado

da algebra geométrica.(que sera estudada mais adiante).

Por outro lado, os matematicos arabes nao usavam o método empregado no
problema acima; preferiam eliminar uma das incégnitas por substituicao e expressar
tudo em termos de palavras e numeros. (Conforme o método de transposigcéo

descrito anteriormente no item 2.2.1).

Ao finalizarmos a discussao sobre os feitos dos babilénicos e sua algebra,
notamos que este povo teve uma grande importancia na construcdo da Algebra,
através dos métodos desenvolvidos para os diversos tipos de equagdes algébricas,

destacando-se entre elas as equacgodes cubicas e quarticas.

2.4 Algebra no Egito

A Algebra egipcia apareceu quase na mesma época que na Babilénia.
Comparando-se as duas algebras desenvolvidas notava-se que a algebra dos
egipcios era deficiente pois, a ela falta o uso dos métodos mais sofisticados da
algebra babilénica, assim como a variedade de equacgdes resolvidas, observadas
através dos estudos e analises do Papiro de Moscou e do Papiro de Rhind —
documentos egipcios que datam de cerca de 1850 a.C e 1650 a.C, Eles nos

mostram métodos matematicos de um periodo anterior ao citado.

Para resolverem as equagdes lineares, os egipcios usavam um método de

resolugcao no qual utilizavam-se da estimativa inicial, seguida de uma corregao final.
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Este método foi chamado pelos europeus como “regra de falsa posi¢cao”.

(BAUMGART, 1995, p.6).

Nota-se que o ponto comum entre a algebra egipcia e a babilénica é apenas o
estilo retérico, pois, o sistema de numeragao dos egipcios era relativamente primitivo

em comparagao ao babilénico, justificando a dificuldade na resolu¢ao das equacgoes.

2.5 Algebra Geométrica Grega

A Algebra Grega, conforme foi criada pelos pitagéricos (c.540 a.C) e por

Euclides (c.300 a.C) era geométrica. Quando os gregos queriam escrever o produto
notavel :(a+b)’ = a’ +2ab+b* eram utilizados os termos do diagrama apresentado a

seguir no diagrama na Figura 7.

b? ab

ab

Figura 7

Esta figura 7 era um tipo de diagrama utilizado pelos gregos, onde o a? era

representado pelo quadrado de lado a, e o produto ab pelo retangulo de lados a e b.

No entanto, a descri¢ao dada por Euclides, em sua obra Os Elementos livro Il,

proposicao 4, temos a seguinte explicagao:



88

Se uma linha reta é dividida em duas partes quaisquer, o quadrado sobre a
linha toda é igual aos quadrados sobre as duas partes, junto com duas
vezes o retangulo que as contém.[Isto é, (a+b)? = a? + 2ab+b? (EUCLIDES,
Os Elementos, livro Il, proposicéo 4)

Em seguida, apresentamos um dos problemas propostos e discutidos por

Euclides, no seu livro VI em Os Elementos, na proposi¢cao 28:

Dada uma linha reta AB isto é, [x + y = K], construir ao longo dessa linha um
retdngulo com uma dada area [ x y = P], admitindo que o retdngulo ‘fique
aquem” em AB por uma quantidade’preenchida” por outro retéangulofo
quadrado BF na figura 2], semelhante a um dado retangulo [que aqui nés
admitimos ser qualquer quadrado]. (EUCLIDES, Os Elementos livro VI,
proposicao 28)

Logo abaixo apresentamos a resolugdo do problema utilizando a algebra

grega conforme a Figura 8.

G
D c
t2
E F
y
P
. |
I Y B
k M y
2

Figura 8. Representagcado do Problema de Euclides
Fonte: BAUMGART, 1995, p.7.
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Nota-se nesta resolucéo, dada por Euclides (Ver. Fig.8), € quase paralela a
resolugdo babildbnica de um problema equivalente. A seguir apresentamos a
resolucao algébrica do problema conforme a visao de Euclides no seu livro I, p.263,

que apresentamos abaixo:(vide tabela 3)

Tabela 4. Procedimento da resolugéo do problema por Euclides

Procedimento Representagao Algébrica

Bissetriz AB em M k

2
Construa o quadrado MBCD; (ka

2
Usando VI, 25, construa o quadrado 2 ) b
DEFG com a area igual ao excesso de - (5] )
MBCD sobre a area dada P:
Entéo é claro que: k

y= E_t

Por meio da resolugao dada por Euclides, nos relatos acima, percebeu-se que

ele propés um problema semelhante para o seu aluno, como no exemplo: x

— |+t
=(2j , para que este tentasse encontrar a solugdo aplicando este método. Além

disso, constata-se, que todos os problemas resolvidos pelos babildnicos foram
refeitos por Euclides, utilizando a geometria grega e depois constatando com o

método babildnico.

Notamos que apesar dos matematicos gregos, tivessem a capacidade em

contornar as fragoes, tratando-as com razdes entre inteiros, eles tinha dificuldades

nos numeros irracionais do tipo V2. Isto é comprovado por meio das reagdes
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geradas quando os pitagoricos descobrem que a diagonal do quadrado unitario € um

numero incomensuravel com o lado.

Nao podemos esquecer de outro matematico grego, Apolénio (c.225 a.C), que
aplicou métodos geométricos ao estudo das Secgbes Cobnicas, onde foram
registrados em seu tratado Secgdes Cdnicas, que é trabalhado dentro da Geometria

Analitica nos cursos secundarios e nos cursos universitarios.

2.6 Notacao Algébrica Sincopada

Segundo Kieran (1989), o segundo estagio da Algebra é a sincopada, que
surgiu alguns séculos mais tarde, com o matematico grego Diofante, que deu um

novo impulso no caminho da Algebra.

A Algebra sincopada foi iniciada por Diofante, que introduziu o usou das letras
para as quantidades incégnitas. A fama de Diofante é baseada em sua Arithmética,
na qual ele apresenta um engenhoso tratamento das equagdes indeterminadas,
geralmente duas ou mais equagdes com diversas variaveis com uma infinidade de
solugdes racionais, as quais sao conhecidas como equacdes diofantinas, embora
Diofante nao tinha sido o primeiro a soluciona-las. Sua abordagem é considerada
inteligente, mas ele nado criou um método sistematico para encontrar as solugdes
gerais. Além disso, segue as linhas babilbnicas no sentido de utilizar o método

paramétrico, para expressar suas equagoes.

Notamos através de relatos de Kieran (1989), que alguns matematicos como
Haper analisaram o trabalho de Diofante e de outros algebristas do século terceiro

até o décimo sexto, que consistiu em descobrir a identidade das letras, ao invés de
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tentar expressar o seu significado geral. No entanto, quando a pesquisadora observa
os estudos realizados por Diofante constata, que apesar dos 189 problemas
resolvidos por este, os seus métodos utilizados eram sempre um diferente do outro.
Ja Klien (1972), em seus estudos sobre a obra de Diofante, constatou que a leitura

realizada por Diofante era similar os processos dos egipcios e babilénicos.

Nos anos de 1500 d.C, a obra de Diofante foi traduzida e levada para a
Europa onde varios matematicos tiveram sua influéncia para o desenvolvimento da
algebra na matematica européia, principalmente com Francgois Viéte (1540-1603
d.C). Assim, Viéte utilizou a letra para significar um dado, como também, para as
quantidades de incognitas e, desta forma, introduzir o terceiro estagio do

desenvolvimento da Algebra simbdlica.

Apds termos mostrado como era a Algebra sincopada, da qual o seu maior
representante foi Diofanto, discutiremos agora alguns aspectos da Algebra

simbodlica, que é o terceiro estagio da histéria da Algebra.

2.7 Algebra Simbélica, conhecida como Algebra Hindu-Arabica

Nossos estudos realizados sobre o terceiro estagio da Algebra, conhecido
como Algebra simbdlica ou Algebra Hindu-Arabica, que recebeu este titulo, pois,

teve influéncias deste dois povos.

Fatores historicos nos mostram que a matematica hindu, antes dos séculos IV
ou V d.C., apresentou uma caréncia de registros matematicos, porém, as
contribui¢gdes para a construgdo da matematica hindu vieram juntamente como os

seus invasores, que trouxeram consigo as influéncias dos povos babilénicos e
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gregos. Isso é verificado através da expansao do Império romano, que contribuiu
para o intercambio das idéias. Nota-se que os matematicos hindus absorveram as
realizacbes babildnicas e gregas, quando estudamos os trabalhos de dois
matematicos hindus que contribuiram para a construgdo de alguns métodos da
algebra, como os trabalhos de Brahmagupta (c.628 d.C), que trabalhou num estilo

sincopado no qual a equagao 5xy .[35 + -12 seria escrita da seguinte forma :

ya ka 5 bha k(a)35 ru 12

X y 5 produto irracional puro  numero -12
Fonte: BAUMGART, 1995, Tépicos da Matematica para uso em sala de aula, p.10.

Além da resolucao de Brahmagupta (c.628 d.C), outro matematico hindu
também teve destaque na Algebra, como o método desenvolvido por Bhaskara
(c.1150 d.C) para a resolugao de equagdes quadraticas (ou equagdes de segundo
grau). Uma curiosidade em relagao a este método de Bhaskara, é que no Brasil, os
alunos aprendem este método de resolugdo de equacdes de segundo grau como
férmula de Bhaskara ao invés de formula de resolucdo de Equacao de segundo
grau, que é utilizado no ensino de outros paises. Aléem destes métodos dos hindus,
foi observado, por diversos pesquisadores, que os hindus resolviam as equacgoes
quadradas, completando os quadrados, e aceitavam os numeros negativos e raizes
irracionais; também tinham o conhecimento de que uma equagao quadratica (com

raizes reais) tem duas raizes.

Outro aspecto importante a ressaltar € que o método de resolugao utilizado
pelos hindus para equagbes indeterminadas era superior ao método grego,
desenvolvido por Diofanto. Nesta resolugao, eles tentavam achar todas as solugdes

inteiras possiveis e foram, talvez, os primeiros a dar métodos gerais de solugdo. Um
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dos trabalhos desenvolvidos por Brahmagupta e Bhaskara foi o método de Pell,

representado pela equagao abaixo:
y? =ax?+ 1 (onde a é um inteiro ndo quadrado)

E considerado um trabalho excelente, no qual os matematicos apresentam

inumeras solugdes a partir de uma dada solugao x, y (desde que xy #0).

O povo éarabe também deu sua contribuicdo para este estagio, através dos
seus matematicos que destacamos no inicio deste capitulo sendo valido citar : al-
Khwarizmi e Omar Khayyam (c.1000 d.C.), seu maior feito na Algebra foi procurar
utilizar métodos geométricos, como a intersecgao de cbnicas, para resolver certos

tipos de equacdes cubicas.

Na Europa, a Algebra foi apresentada pelos trabalhos de Fibonacci em
meados de 1500 d.C, conhecido por moderno simbolismo, no qual o matematico
apresentou os trabalhos de Diofanto e Brahmagupta. Todos estes trabalhos serviram
de influéncia, nos outros trabalhos desenvolvidos na Algebra moderna como os
trabalhos de Cardano (1545 d.C), Bombelli (1572 d.C), Viéte (1591 d.C), Descartes

(1637 d.C) e Wallis (1693 d.C).

Ao estudarmos estes estagios da Algebra constatamos que as mais
importantes estratégias matematicas para a resolugdo das equacdes algébricas

foram desenvolvidas no estagio sincopado e no simbdlico.

Partindo-se deste estudo pela Histéria da Algebra e seus estagios, pudemos
justificar nossas escolhas para o desenvolvimento de um sistema de ensino-
aprendizagem baseado na Algebra-Grega, que integra a Geometria com a Algebra,
possibilitando aos alunos uma resolucdo diferenciada da Algebra mecanizada e sem

significado. Além disso, procuramos conciliar nossa fundamentacéo teodrica
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utilizando a Dialética ferramenta-objeto e o Jogo de Quadros, que colaboraram para
o desenvolvimento de uma seqiiéncia didatica adequada para a Algebra

Geomeétrica, conforme descrevemos no capitulo anterior.
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CAPITULO 3. ANOGAO DE GRANDEZA

3.1 Introducgao

Neste capitulo, apresentamos e discutimos a nogao de Grandeza em diversos
aspectos: linguisticos através dos correlatos de linguagem, o tratamento dado a esta
nocao pelos PCNs e a sua importancia nas pesquisas da comunidade cientifica em

Educagao Matematica.

Em nossa pesquisa, esta nogdo ocupa uma posigdo de destaque nas
atividades que compdem a sequéncia didatica, pois, todos os aspectos citados
anteriormente, contribuiram para que levassemos em consideragao o conceito de
area como uma grandeza, embasados também, nas pesquisas de Douady (1989) e

Baltar (2000)

Um outro objetivo deste capitulo é fornecer um breve panorama de Grandeza,
que forneca dados para que os leitores consigam compreender a importancia desta
quando utilizada conjuntamente com outros objetos matematicos como Area e
Volume, que s&o considerados grandezas sendo, a primeira bidimensional e a outra

tridimensional.

Iniciamos nosso capitulo apresentando a nogao de Grandeza e sua relagéo

com a Linguagem.
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3.2 O Termo Grandeza e sua relagdo com a Linguagem

Para compreendermos melhor o significado e a importancia do termo
Grandeza no campo matematico, recorrendo ao Novo Dicionario Aurélio da Lingua
Portuguesa, Século XXI, na sua versao eletrbnica (versédo 3), realizando um estudo
linguistico, e selecionando alguns significados para este termo, afim de que

possamos aprofundar nossos estudos no campo matematico.

Segundo Aurélio, o termo grandeza é um substantivo feminino, tem sua
origem na jungao do radical “grande” com o sufixo “eza”. Pode ser compreendido
como “Qualidade ou carater de grande”, como também sendo” Tratamento honorifico
dos antigos grandes reinos”, ou ainda representar “Nobreza de animo,
generosidade, liberdade”. Ja na astronomia, € sinbnimo de “Magnitude”, no campo
matematico corresponde a idéia de “entidade suscetivel de medida”, na Fisica é

utilizada como “Grandeza intensiva”’ e “Grandeza extensiva”.

Existem diversos aspectos do termo grandeza que podemos abordar. Assim,
destacamos alguns aspectos: observando o radical do termo (grande) pode ser
associado a alguns termos como: tamanho, comprimento, intensidade, volume,
numeroso, entre outros. Outro destaque que a palavra grandeza é associada é com
a nogao de quantidade. Esta palavra que tem sua origem do latim (quantitate), tem
a seguinte definicdo: é um substantivo feminino, ao qual atribuem, entre outros, os
seguintes significados: “Numeros de unidades, ou medida, que determina um
conjunto de coisas equivalentes e suscetiveis de aumento ou diminuigao”,
“Grandeza expressa em numero”, “Grande por¢ao de pessoas ou de coisas, grande

numero, grande quantidade, etc”.
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Em outras areas como a Filosofia, o termo grandeza no campo da metafisica
recebe a seguinte definicdo: “é a categoria fundamental que designa o carater do
que pode ser medido”. Assim podemos também associar ao termo grandeza a
palavra medida. Esta palavra no campo da analise matematica é considerada
“Qualquer fungao aditiva de um conjunto que s6 é nula quando o argumento € um
conjunto vazio”, na Fisica é definida como: “Ato ou processo de comparar uma
grandeza com outra com o objetivo de associar a primeira a um numero
caracteristico de seu valor de face da grandeza com a qual foi comparada; medigao”
ou ainda “o resultado de um processo de medida”. Ja, o verbo transitivo direto medir,
por sua vez, vem do latim (metre, por metiri) e significa, por exemplo, “Determinar ou
verificar, tendo por base uma escala fixa, a extensdo, medida, ou grandeza de

comensurar”; “Avaliar, considerar, ponderar, calcular”.

Dessa maneira, associamos o termo grandeza aos seguintes significados:

quantidade, medida e ao final como numero, a qual daremos uma breve explicacao.

O termo numero [Do.lat.numeru.], substantivo masculino, que tem como

varias acepgdes as que apresentamos a seguir:

1. A soma total dos elementos ou unidades de um conjunto, série, etc. 2.
Porcao ou parcela de um grupo, conjunto, etc. 3. Nome, simbolo ou representagao
de uma quantidade;entidade abstrata que corresponde a um aspecto ou uma
caracteristica mensuravel de algo (quantidade, grandeza, intensidade,etc.) e, que é
matematicamente definida como conjunto de todos os conjuntos equivalentes a um

conjunto dado.
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4. Grande numero; quantidade, abundancia, copia, classe, rol, categoria. [...]
6. Na expressao numero adimensional, combinacdo multiplicativa de poténcias de
grandezas fisicas cuja dimensdo, em termos de um conjunto de grandezas

fundamentais, é igual a zero.[...]

Os significados nao-matematicos dos termos apresentados acima sao
colocados como fatores secundarios no ponto de vista do ensino-aprendizagem
desta ciéncia, mas ndo podem ser totalmente esquecidos, pois os alunos trazem
esta bagagem cultural. Dessa maneira, construir um sistema de significados
matematicos com certa coeréncia interna torna-se uma dificil tarefa, na qual se

dedica a Didatica da Matematica.

Ao finalizarmos esta discussdo a respeito do termo grandeza no aspecto
linguistico destacando os itens importantes para o campo matematico,
apresentaremos agora um resumo da conceitual deste termo na literatura cientifica e

nas pesquisas realizadas na comunidade cientifica de Educacao Matematica.

3.3 A importancia do estudo de Grandeza na Comunidade Cientifica de

Educagao Matematica.

Nesta etapa de nossos estudos apresentamos uma sintese das literaturas
existentes no campo matematico e os trabalhos cientificos apresentados a

comunidade de Educacao Matematica que relacionaram os estudos sobre grandeza.

Geralmente os autores procuram definir o termo de grandeza como,

quantidade, magnitude e outras palavras chaves relativas ao tema. Ora, tais



99

conceitos revelaram-se ao fim desse longo processo de evolugdo do pensamento

cientifico, candidatos naturais a termos primitivos de um modelo abstrato.

Nossa discussao ¢ iniciada destacando a obra de Euclides “ Os Elementos”,

originada da matematica ocidental. Em seu livro V, no preambulo podemos ler:

e Uma grandeza (ou uma magnitude) é uma parte menor de uma
grandeza que mede esta Ultima.

e A grandeza maior é um multiplo da menor quando é medida por esta
altima.

e Uma razdo é um tipo de relagdo entre duas grandezas de mesma
espécie com relagdo a tamanho.

e Grandezas sdo ditas terem uma razdo entre si quando é possivel,
multiplicando a primeira delas, obter uma grandeza que é maior do que
a segunda e reciprocamente, multiplicando a segunda superar a
primeira.

o (Quatro) grandezas sdo ditas terem a mesma razéo, a primeira para a
segunda e a terceira para a quarta, se os mesmos multiplos da primeira
e da terceira s§o correspondentemente maiores, iguais ou menores do
que os mesmos multiplos da segunda e da quarta. (HEATH, 1956, Vol
3, p.133 e seguintes)

Nota-se através dos relatos de Euclides que a definigdo dada para grandeza é
apresentada de forma circular, pois nela aparece o proprio termo grandeza. Mas
nem este inconveniente l6gico, nem os que se pode também notar na definicdo de
razao afetam a definicdo do objeto central do Livro V, o conceito de proporgao,
definido no final do texto. A idéia subjacente ao conjunto de definicbes citadas, é a
da construgéo da “medida de uma grandeza tomando outra de mesma espécie como
unidade”, sendo, para o conhecimento da época, apenas admissivel que a medida
fosse um numero racional. Para a época de Euclides esta situagao era impossivel,
em geral, em face da existéncia de grandezas cuja razdo ndo € um numero racional,
as grandezas sao incomensuraveis entre si. O que destacamos na definigdo de
proporcao do Livro V é que ela se aplica mesmo no caso em que a razao entre as
grandezas ndo € um numero racional. Health (1956, Vol.2, p.124) aponta que ‘ha

uma exata correspondéncia, quase uma coincidéncia, entre a definicdo de Euclides
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de igualdade entre duas razbes e a teoria moderna dos irracionais, devido a

Dedekind”.

Analisando o pensamento da Grécia classica, observamos como a palavra

grandeza era utilizada no Livro V “u €' y € 8o¢ “, ja a palavra “tamanho” é citado no
Livro V desta forma “znlixol “ e “quantidade” é representada assim” zoco'S “ na

obra de Aristoteles como uma das categorias fundamentais do conhecimento:

As locugdes desligadas ou designam esséncia ou quantidade, ou qualidade,
ou relagdo. ou lugar, ou tempo, ou estado, ou agado permanente ou acéo transeunte,

Ou paixao.
Esséncia para o dizer como exemplos é como: Homem, Cavalo.

Quantidade.Exemplo: de dois cévados, de trés cévados.
Qualidade. Exemplo: Branco,Gramatico.
(ARISTOTELES, 1994, p.57)

Os paragrafos retirados da obra de Health (1956, Vol.2, pp.116-7), procuram

estabelecer uma distingdo entre os termos chaves apresentados acima:

Nichomacus|...] distingue m]ﬂl'lcoé’ , que se refere a grandeza, de
7[00'0'4” que é associado a idéia de multiplicidade. Da mesma forma pensa
lamblichus]...], que, ao lado disso, distingue mnAi'kol como objeto da

geometria, sendo continuo, de moco'l, objeto da aritmética,sendo
discreto...”

[

A idéia de tamanho parece-me permitir uma distingdo adequada
entre tnAi'kol , e p €'y € 8ol , pois tamanho (7nAi'kod ) é o atributo

e grandeza (U e’ y € Bo¢ ) é o objeto que possui o atributo de tamanho.

Nota-se nas breves citagcbes acima que, desde cedo na evolugdo do
pensamento ocidental, surgem varios aspectos conceituais associados a idéia de

grandeza. Observa-se também, que ja estdo presentes desde os primérdios as
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distingdes, hoje mais nitidas, entre os trés elementos basicos do campo conceitual
das grandezas: objetos fisicos ou abstratos, as grandezas, que sao atributos

associados a esses objetos e as medidas dessas grandezas,que sao nuUmeros.

Outra literatura fundamental que também destaca o termo grandeza como
idéia de quantidade, no Século XVIII, é a obra de Kant, “Critica da razdo pura”, na
qual o grande filésofo alemao inclui, a exemplo de Aristételes, o conceito de

quantidade na tabua de suas categorias de entendimento:

Desse modo, surgem precisamente tantos conceitos puros do
entendimento, que se referem a priori a objetos da intuicdo em geral,
quantas eram as tabuas anteriores as fungbes légicas em todos 0s juizos
possiveis. Com efeito, através de tais fungbes o entendimento é
completamente exaurido e sua faculdade inteiramente medida. Seguindo
Aristoteles se bem que se afaste bastante dele na execugao.

Tabuas das Categorias

1-Da Quantidade:unidade, pluralidade, totalidade;

2-Da Qualidade:realidade, negagéo, limitagdo;

3-Da relagdo: ineréncia e subsisténcia (substantia et accidens): casualidade
e dependéncia (causa e efeito); comunidade (agdo reciproca entre agente e
paciente);

4- Da modalidade: possibilidade — impossibilidade: existéncia — nédo ser:
necessidade — contingéncia. (KANT, 1987, pp.69-70)

Apos observarmos os relatos de Kant a respeito do conceito de grandeza,
iremos dar um breve olhar no fim do Século XIX, tomando como referéncia a obra de
Louis Couturat. Nas quais podemos destacar dois trabalhos que tratam da questao
rigorosa do conceito de grandeza: De L’Infini mathématique (Couturat, 1973),
publicada pela primeira vez em 1896, e Les principes des mathématiques (Couturat,

1980), cuja primeira edigao data no inicio do Século XX.

A segunda obra de Couturat, mencionada acima é uma exposi¢ao baseada
no famoso livro The principles of mathematics de Bertrand Russel, publicado em
1903. Nos relatos da obra de Couturat (1973), destacamos um capitulo no qual é

dedicado a definicdo de grandeza, do qual destacamos alguns trechos:
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A concepcéo tradicional da Matematica que predominou até o meio do
Século XIX fazia da grandeza um objeto essencial dessa ciéncia; mesmo o
numero era considerado como uma espécie de grandeza,a grandeza
discreta, por oposigdo a grandeza continua.Depois dessa época tornou-se
um dogma universalmente aceito que a Matematica pura repousa inteira e
unicamente sobre a idéia de numero, e até mesmo de numero inteiro.(p.98)
De inicio, ha uma distingdo capital a estabelecer entre grandeza e
quantidade.

Grandeza é a quantidade abstrata, quantidade é a grandeza concreta;a
primeira é o que chamamos um estado da grandeza, a sequnda é o proprio
objeto ao qual se atribui esse estado. Essas duas nogbes séo
constantemente confundidas na linguagem e no uso da mesma maneira que
sédo confundidos, em geral, o sentido concreto e o sentido abstrato de um
mesmo termo, E (til, no entanto, distingui-los cuidadosamente, pois essa
distingdo tem uma grande importancia tedrica. De fato, concebem-se as
grandezas como podendo ser iguais ou desiguais (¢ mesmo um das
maneiras banais de definir grandezas): ora do ponto de vista légico,
grandezas diferentes ndo podem ser iguais; o que chamamos de grandezas
iguais sdo quantidades iguais de uma mesma grandeza. S6 o empirismo
pode recusar de admitir que se dois objetos sé&o iguais, é que representam
ou encarnam uma mesma grandeza abstrata.(p.99)

O primeiro trecho selecionado da obra de Couturat De L’Infini Mathématique,

baseia-se em um estudo sobre os conceitos fundamentais da matematica divididos

em duas grandes partes: Généralisation du nombre e Le nombre et la grandeur. O

autor também recorre a outras contribui¢des cientificas do Século XIX, para definir o

conceito de grandeza, que sao os trabalhos de Helmholtz, e o de Narens (1985),

apontado como um dos fundadores da teoria moderna da medicdo, ao lado de

Holder.

Dessa forma, a analise critica feita pelo autor procura delimitar o conceito de

grandeza marcada pelo insucesso do ponto de vista da logica. A seguir destacamos

alguns trechos:

= grandeza ¢é tudo que é capaz de aumento e diminuigdo

= grandeza é toda coisa que se pode ser dita igual ou desigual a outra.

= Todas as grandezas comparaveis a uma mesma grandeza formam um
sistema de grandeza de mesma espécie

= grandezas s&o objetos ou atributos de objetos, que podem ser
comparados a outros semelhantes do ponto de vista da igualdade ou
desigualdade.

= grandezas de mesma espécie sdo0 aquelas cuja igualdade ou
desigualdade ¢é constatas pelo mesmo método de comparagéo.
(COUTURAT apud LIMA, 2000, p.83)
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Apos apresentarmos uma analise das definigdes de grandeza, nas quais
identificamos inumeras deficiéncias légicas e recorremos a Pascal em De I'Esprit
Géometrique, Couturat defende a seguinte idéia “[...] da discussédo precedente, resulta

que a idéia de grandeza é, verdadeiramente, indefinivel:é uma nogéo primitiva e irredutivel’.

(1980, p.369)

Baseado nesta hipétese, Couturat, fundamenta-se, entdo, em De L’Infini
Mathematique, procurando discutir o conjunto de axiomas que permitem modelizar o

conceito de grandeza. A seguir apresentamos os axiomas:

Axioma 1: Duas grandezas de mesma espécie sdo iguais ou desiguais.
Axioma 2: Se a grandeza A é igual a grandeza B, entdo B é igual a A.
Axioma 3: Duas grandezas iguais a uma terceira séo iguais entre si.
Axioma 4: Dadas duas grandezas desiguais, uma é maior que a outra, esta
sendo menor do que a primeira.

Axioma 5: Existe uma operagdo de adicdo de grandezas de mesma
espécie, que produz outra grandeza de mesma espécie. Esta operagdo é
comutativa e associativa.

Axioma 6: A soma de duas grandezas de mesma espécie é maior do que
cada uma delas.

Axioma 7: Se duas grandezas de mesma espécie sdo desiguais, existe
uma terceira grandeza tal que uma delas é a soma da outra com a terceira.
Axioma 8: Existe uma grandeza nula de mesma espécie, que somada a
uma grandeza qualquer resulta numa grandeza igual a original.

Axioma 9: (Divisibilidade):Dado uma grandeza A e um nimero n existe uma
grandeza de mesma espécie que A, tal que B = A.

Axioma 10: (Propriedade Arquimediana): Dadas duas grandezas

A, B, com A< B, existe um numero inteiro n tal que n A > B.

Axioma 11: (Continuidade):Se se separam todas as grandezas de mesma
espécie em duas classes tais que todas as da primeira classe sGo menores
do que todas as da segunda, existe uma grandeza desta espécie que
representa esta reparticdo e que é maior do que toda a grandeza da
primeira, € menor do que todas as da segunda. (COUTURAT, 1973, p.367)

Notamos que a analise do pesquisador a respeito do conceito de grandeza,
demonstra uma visdo mais ampla e bem tedrica, através da apresentagdao das
propriedades existentes para tal conceito, elucidando a matematica classica e logica.
Em nossa pesquisa procuramos analisar a grandeza e sua utilizagcdo no aspecto
didatico, através de sua aplicacido nas atividades que compdem a sequéncia didatica

do projeto, enfatizando o conceito de area como uma grandeza, além das outras
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grandezas envolvidas durante o desenvolvimento das atividades, tais como: o
comprimento e a largura. Desse modo, procuramos examinar, e selecionar os
aspectos matematicos mais importantes presentes nos manuais de educacao
matematica no Brasil no fim do Século XIX, e na primeira metade do Século XX,
entre as quais enquadram-se algumas obras estrangeiras como possiveis influéncias

€m nosso pais.

Comegamos nossos estudos através da obra de Jules Tannery (1920),
Lecons d’Arithmétique Théorique et Pratique. Nessa obra podemos encontrar as

seguintes definicbes para grandeza:

Tratar da teoria das grandezas com algum rigor comporta enormes

dificuldades.(p.345)|...]

[..] A definicho bem conhecida ‘chamamos grandeza aquilo que é
suscetivel de aumento ou diminuicdo” é sem duvida muito vaga por sua
generalidade.(p.470)[...]

[...] De fato, a nocdo de grandeza pelo menos em casos particulares, é que
da origem a nogdo de numero, e isto se procurou mostrar nesta obra
quando, por exemplo, foram introduzidas as fragcbes;no entanto, foi visto
também como esta nogdo de numero podia ser separado de sua origem
concreta, sendo construida por completo com a base em um unico objeto, o
numero inteiro, conseguindo-se, dessa forma um elevado grau de
simplicidade e abstragao.(p.470) [...]

Um objeto ou uma propriedade susceptivel de estados distintos, mas que
sob quaisquer desses estados distintos se reconhece como sendo de uma
mesma espécie. Concebida dessa forma, grandeza é algo indeterminado
[...] Em cada um de seus estados distintos, a grandeza é determinada [...]
Ha, talvez, algum inconveniente no emprego do mesmo termo, ‘grandeza’,
para designar, ao mesmo tempo, por exemplo, um comprimento em geral e
um comprimento particular.(p.470)

Outra obra que influenciou o programa oficial dos liceus e foi utilizado nas
escolas brasileiras, pelo menos até a década de 50, foi a obra de José Adelino
Serrasqueiro, em sua 212 edigao, intitulado “O Tratado Elementar de Arithmética’,
publicado em Coimbra em 1921. Desse modo, podemos encontrar no capitulo 1

deste livro, intitulado “Calculo dos numeros inteiros”, as seguintes afirmacoes:
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Quantidade ou Grandeza é tudo o que é capaz de aumento ou diminui¢gdo
(p-5).-]

[...] Medir uma grandeza é compara-la com a outra conhecida e da mesma
espécie, a que se da o nome de unidade (p.5)

Unidade é a quantidade, em geral arbitraria que serve de termo de
comparagéo as quantidades da mesma espécie (p.5) [...]

[...] Namero é o resultado da comparagéo da quantidade com a unidade. O
numero diz-se abstrato, quando ndo designa a espécie de unidade a que se
refere;e concreto no caso contrario.

Advertimos,porém, que este ultimo néo é em rigor um numero, mas sim uma
quantidade. As expressbes grandeza e quantidade tomam-se
ordinariamente por sinbnimas: mas da-se mais particularmente o nome de
quantidade a grandeza expressa em numeros. Assim, um monte de trigo,
constitui propriamente uma grandeza, e vinte alqueires de trigo constitui
uma quantidade (p.6)

O autor acima discute a grandeza em varios aspectos, tais como quantidade,
medida, unidade e numero. Mais adiante iremos discutir o conceito de grandeza
segundo a visdo de Douady (1989) em relagdo ao conceito de area, considerando
esta uma grandeza. No entanto, esta abordagem ja antecipa a discusséo a respeito

do assunto e sobre os conceitos de grandeza e numero.

Agora, destacaremos outras obras que também contribuiram para o ensino da
matematica no Brasil. Dentre elas destacamos o livro de Euclides Roxo (1924), no
qual destacamos o manual “Licées de Arithimética” consultadas em sua 22 edigcéo,

de 1924.

No capitulo XV, dedicado a medida de grandezas e sistema métrico, apds
explorar alguns exemplos de grandezas geométricas e fisicas, o autor baseado no

autor anterior cita algumas de suas defini¢gdes, tais como:

Apenas diremos que cada uma dessas grandezas pode ser mais ou menos
rigorosamente definida e constitui’um objefo ou uma propriedade
susceptivel de estados distintos, mas que sob quaisquer desses estados
distinfos se reconhece como sendo de uma mesma espécie de unidade.
(Tannery)

Muitas vezes empregaremos a palavra grandeza para designar um estado
um estado de uma certa grandeza; assim quando dizemos duas grandezas
de mesma espécie, queremos dizer dois estados ou dois valores de mesma
grandeza.

Todas as grandezas a que acima nos referimos gozam das seguintes
propriedades comuns:

Séo suscetiveis de aumento ou de diminuig&o.
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Dadas duas grandezas, de mesma espécie,pode-se reconhecer se elas séo
iguais e, se ndo a forem, havera uma que é maior que a outra.

Duas grandezas iguais a uma terceira séo iguais entre si.

Se uma grandeza A é maior que uma grandeza A’ da mesma espécie e se a
grandeza A’ é maior que uma grandeza A’da mesma espécie, a grandeza A
€ maior que a grandeza A”. Em outras palavras, sendo A,B,C trés estados
de uma mesma grandeza, se A>BeB>C,A>C, (pp.257-8)

Além do manual de Tannery, outros manuais também influenciaram o ensino
da matematica no pais, tais como a obra “Cours de mathematiques a I'usage des
candidats I'école polytechnique, a école normale supérieure, a école centrale des
arts et manufactures et aux eleves de la classe de mathematique” de Charles de
Comberousse, consultado nestes projeto em sua 62 edigédo, publicada em Paris em
1929. No primeiro volume desta obra, dedicada a Aritmética, podemos encontrar no

primeiro capitulo as seguintes definicbes sobre grandeza:

Chamamos grandeza tudo que é suceptivel de aumento ou diminuigc&o.

A Matemadtica ¢ a ciéncia das grandezas. Adotando este ponto de vista,
tudo seria do dominio da Matematica, pois tudo é susceptivel de aumento
ou diminuigdo;mas a Matematica trata apenas das grandezas mensuraveis .
O génio, a coragem, a bondade escapam, pela propria natureza, de
qualquer procedimento exato de medicao.

Medir uma grandeza é compara-la com uma grandeza de mesma espécie
tomada para unidade,é procurar quantas vezes ela contém essa unidade.

(p-1)

Percebe-se que as definigbes dadas para o conceito de grandeza, pelos
autores apresentados em seus manuais se assemelham muito, diferindo apenas nos

conceitos de medir e definigdo da unidade.

A seguir discutimos e apresentamos a obra de Julio Rey Pastor, renomado
matematico argentino, que deu sua contribuicdo na produgcdo de um repertorio de
manuais de matematica no Brasil. Em sua colegdo “Biblioteca didatica de
matematica elementares”, destinada aos programas de escola secundaria, Rey

Pastor publicou em Buenos Aires em 1938, uma Aritmética em dois volumes. No
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Capitulo Il do volume 2, cujo assunto abordado é “Medidas”, encontramos trechos
interessantes para discutirmos o conceito de grandeza. O autor procura introduzir
nesse capitulo, “alguns exemplos vulgares que conduzem ao conceito abstrato de

grandeza e quantidade”. (p.47):

Sabemos que entre dois numeros inteiros quaisquer existe sempre uma
relagdo de igualdade ou desigualdade, ou seja, um deles é igual, menor
ou maior que o outro. Mas na vida real enconframos coisas bastante
diversas que podem comparar, e assim dizemos: Luis é menor que Carlos;
esta sala é maior que aquela, etc. Todas as coisas que se podem comparar
estabelecendo entre elas as relagbes de igual, maior e menor, sao
chamadas de grandezas..

Este conceito exige, no entanto, alguns esclarecimentos; quando se diz que
Luis é menor que Carlos, é preciso saber se nos referimos a idade ou a
altura: ou seja, as criangas ndo sdo grandezas, as grandezas sdo essas
qualidades que chamamos de idade e altura, porque séo suscetiveis de se
estabelecer entre elas as relagées de igual, maior ou menor;enquanto que a
cor, por exemplo, néo é grandeza, porque s6 se pode estabelecer a relagéo
de igual ou desigual,mas ndo a de maior ou menor entre as duas cores.
(p-48)[...]

[...] A operacdo que consiste em comparar uma grandeza com a outra,
homogénea com ela, que se chama unidade, determinando o maior
multiplo desta que néo supera aquela, chama-se de medi¢do da grandeza
e o0 numero obtido é a medida.][...]

[...] Medir uma grandeza com uma unidade é determinar dois multiplos
consecutivos desta, que compreendem aquela.

A medida s6 designa-se com 0 mesmo numero que a quantidade, mas sdo
conceitos muito diferentes; pois enquanto a quantidade é Unica,em cada
caso, suas medidas podem ser muitas, em fungdo da unidade escolhida.

(p-49)

Percebe-se que o autor, utilizando-se de exemplos simples, consegue chegar
a definicdo de grandeza, além de debater outros conceitos envolvidos no campo das
grandezas como medir uma grandeza e a determinagao de uma unidade de medida.
Em nossa pesquisa também, abordaremos este assunto através da mudanca de
quadros do geométrico para o numérico, que estdo presentes no nosso referencial
tedrico, que sédo a Dialética Ferramenta-Objeto e o Jogo de Quadros, teorias

desenvolvidas por Douady (1989).

Dando sequéncia aos nossos estudos finalizamos nosso trajeto no campo do

ensino de matematica no Brasil, destacando-se além das obras de Euclides Roxo, a
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de Antonio Trajano, com a sua obra “Curso completo tedrico e pratico de Aritmética
Superior”, em sua 722 edicdo, publicada no Rio de Janeiro, em 1941, no qual

podemos destacar alguns pontos a serem refletidos:

Unidade quer dizer uma coisa ou uma grandeza por onde se comeg¢am a
contar ou a medir as quantidades:assim em 25 livros, a unidade é um
livro,em 18 moedas, a unidade é moeda; em 8 meninos, a unidade é um
menino: em 20 metros de morim, a unidade é o metro, etc.|...]

[...] Quantidade é uma porgdo de alguma coisa que se pode pesar, medir
ou contar.Uma quantidade de café pode ser pesada: uma quantidade de
vinho pode ser medida como o litro, uma quantidade de pano pode ser
medida com o metro, e uma quantidade de laranjas pode ser contada. As
quantidades sdo homogéneas. (p.6)[...]

[...] Quantidades homogéneas sdo as da mesma espécie de coisas e que
se pode reunir em um s6 numero, como 8 livros,12 livros e 10 livros, que
fazem 30 livros.

Quantidades heterogéneas sdo as espécies diferentes, e que nao se
podem reunir em um s6 numero, como 8 livros, 12 chapéus e casas.][...]

[...] As quantidades dividem-se ainda em continuas e descontinuas.
Quantidades Continuas sdo aquelas cujas unidades estao intimamente
ligadas em um so6 todo e somente podem ser avaliadas pelo peso,ou pela
medida. Assim uma barra de ferro, uma pega de pano, um tonel de vinho, a
extenséo de uma estrada séo quantidades continuas.

Quantidades descontinuas sdo as que constam de um agregado de
pessoas ou coisas, distintamente separadas, sendo cada uma delas uma
unidade. Assim, uma porgdo de laranjas, de chapéus, de meninos sdo
quantidades descontinuas.

Nota:A unidade tanto pode ser arbitraria nas quantidades continuas como
nas descontinuas. Nas quantidades continuas, medindo, por exemplo: no
comprimento de uma corda podemos usar como unidade o metro, a jarda, a
braga, o cévado, o pé, o palmo, a polegada, ou qualquer vara com que
quisermos fazer a medicdo.Nas quantidades descontinuas, ainda que haja,
a unidade natural, que é um objeto ou uma coisa, podemos também tomar
uma unidade arbitraria;assim avaliando uma grande porg¢do de laranjas,
podemos conta-las uma a uma, que é a unidade natural, e podemos
também conta-las as duzias, aos centos, aos cestos ou um saco e esta ai
uma unidade para avaliar uma grande quantidade de laranjas.

Numero é o que exprime quantas unidades contém uma quantidade. Em 38
barricas de farinha, a quantidade é toda aquela farinha: a unidade é barrica,
e o0 numero das unidades ou barricas é 38. (p.7)

Depois desse longo trajeto sobre a literatura ocidental, estudando o conceito
de grandeza e seus correlatos, observam-se as imprecisdes logicas contidas nas
definicbes apresentadas pelos autores, na maioria dos textos referidos. Destacamos,
no entanto, a posigdo adotada por Couturat, que considera grandeza um conceito
primitivo, sem definicdo. Portanto, com base nesse conceito e em outros conceitos

primitivos e num conjunto de axiomas que sao proposicoes aceitas sem
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demonstragdo, constréi-se um sistema de axiomas, que procuram organizar as
definicbes dadas as grandezas. Além disso, notamos que os demais autores
procuram se basear nas proposi¢coes apresentadas por Couturat, principalmente na

definigdo da nogao de grandeza.

A partir dos estudos realizados sobre a nogado de grandeza e dos varios
trabalhos cientificos desenvolvidos no campo da Algebra na comunidade de
Educacao Matematica, que utilizaram a nogao de grandeza para o conceito de area,
0s quais citamos no capitulo um, levando-nos a adotar também essa no¢do como

instrumento de constru¢gado do conhecimento, considerando a area como grandeza.

A seguir, apresentamos e discutimos o conceito de Area como grandeza,

justificando nossas escolhas.

3.3.1 O conceito de Area como Grandeza

O conceito de area € um dos mais importantes temas no sistema de ensino
aprendizagem da Matematica. Sua relevancia é indiscutivel para a formagédo do
cidadao pleno, que necessita medir ou estimar a medida de regides planas, terrenos,

pisos, paredes, faces de objetos, etc., nas suas atividades cotidianas.

No ambito cientifico e tecnoldgico sdo muitissimo frequentes as situagdes nas
quais a area de superficie intervém como grandeza basica do processo ou
fenémeno discutido. Area &, também, um conceito muito rico do ponto de vista da
matematica escolar por ser um polo de confluéncias dos grandes eixos tematicos
dos numeros, da Geometria, das Grandezas e da Algebra. Ao lado disso, o conceito

de area é considerado um campo fértil para investigagdes no ambito da Didatica da
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Matematica, ndao somente pela importancia citadas no paragrafo anterior, mas
também pelas dificuldades enfrentadas pelos alunos em sua aprendizagem. Como
este conceito € um polo de confluéncia entre os ramos da matematica, optamos em
utiliza-lo como ferramenta principal em nossas atividades, a fim de construirmos um

novo saber, neste caso as expressdes algébricas.

Para saber os resultados que esta ferramenta poderia ocasionar durante a
sua utilizagao no desenvolvimento de nossas atividades, recorremos a um profundo
estudo e andlise dos resultados obtidos nas pesquisas de ensino/ aprendizagem dos
conceitos de area e perimetro que mostram a variedade, a profundidade e a

resisténcia de algumas dificuldades conceituais na constru¢gao desses conceitos.

Por outro lado, pesquisas sobre as representacbes de professores de
Matematica do Ensino Basico evidenciam uma tendéncia por parte dos docentes
estudados, a enfatizar a exploragdo do carater pratico dos conteudos area e
perimetro e a considerar que estes conteudos ndo sio (relativamente a outros)

fontes de dificuldades conceituais importantes.

Constata-se entdo uma contradicao entre as representacdes dos professores
e os resultados de pesquisas e avaliagbes acerca do ensino/aprendizagem das
grandezas geométricas. Em seguida, analisamos uma pesquisa que aponta estas
dificuldades e as razdes destes conceitos serem tdo discutidos na Comunidade

Cientifica.

Ao analisar as avaliacbes do desempenho dos alunos franceses e dos
resultados obtidos de pesquisa em Educacao Matematica, destacando-se o trabalho
de Moreira Baltar (1996), permite-nos identificar alguns erros mais frequentes, assim
como hipoteses explicativas das dificuldades conceituais que os alunos podem

enfrentar durante a construgao do conceito de area.
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Este levantamento das avaliagdes francesas, no nivel equivalente ao 2° ciclo
e 3° ciclo do Ensino Fundamental aponta que as questbes sobre os conceitos de
area e perimetro tém, em geral, aproveitamento inferior a 50%. Além disso, segundo
a avaliacdo da Associagao dos Professores de Matematica do Ensino Publico —
APMEP no nivel equivalente ao terceiro ciclo do Ensino Fundamental brasileiro, dois
dos trés conteudos que apresentam maior indices de fracasso no curriculo francés
atual sao relacionados a aprendizagem das grandezas geométricas: o calculo sobre
grandezas (destacando areas e volumes, entre outros) e a utilizacdo das unidades.
Além disso, os autores desta pesquisa mostram que entre os principais erros
cometidos pelos alunos avaliados, destacam-se as confusdes entre area e
perimetro, a utilizacdo de férmulas errbneas (tais como: area = perimetro x 2, ou
area = a soma dos lados), (nota-se que daremos importancia aos erros cometidos
pelos alunos no capitulo 6, no qual destacaremos os erros mais frequentes, tanto
para o conceito de area, assim como para o da construgcdo de expressdes
algébricas), além disso, destacamos o0 uso inadequado das unidades (tais como a
unidade é dada em metros, e o resultado é apresentado pelo aluno com sendo

metro, centimetro, ao invés de utilizar o metro quadrado e centimetro quadrado).

Apesar do estudo ter sido realizado no sistema educativo francés, notamos
algumas semelhancas entre os erros cometidos pelos alunos franceses e os alunos

brasileiros, relacionados com a aprendizagem, que destacamos a seguir:

... 0 célculo de area é usualmente ensinado através de férmulas de area,
que sdo fungbes que fornecem a medida de area, em termos do
comprimento de segmentos associados a figura. Esse procedimento é
indispensavel para o calculo de areas, mas, em sua Uutilizagdo, tém sido
verificadas persistentes dificuldades entre os alunos. Uma delas é a
confusédo entre area e perimetro: outra é a extensdo indevida da validade
das formulas de area: a area de um paralelogramo é o produto dos lados.
(LIMA, 1995)
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Lima (1995) destaca ainda que o ensino do conceito de area vem sendo
marcado pela énfase na identificacdo da area com a medida de area, e muitas
vezes, com a “formula da area”, confundindo os alunos desta maneira, o conceito de

grandeza e as varias etapas do processo de medi¢cao de grandezas.

Em relagdo a construcdo do conceito de area, um dos resultados importantes
€ a classificacdo das concepgdes de area em dois podlos — as concepgoes
geométricas e as concepgcdes numeéricas propostas por Perrin-Glorian & Douady’’

(1988) e por Ballacheff (1988).

Segundo Douady e Perrin-Glorian (1989), alguns alunos desenvolvem uma
concepcao forma (ligado ao quadro geométrico'?) ou uma concepgédo nimero (ligado
ao quadro numérico) ou a ambas, mas de forma isolada uma da outra. Para Douady
as concepgdes numéricas seriam aquelas que os alunos relacionam os aspectos dos
célculos, por exemplo, as medidas de comprimento da figura, que sdo combinagdes
mais ou menos fundamentadas. Neste caso, pode-se adicionar dois lados de um

triangulo e multiplicar um terceiro lado para calcular a area.

Balacheff (1988), por sua vez, caracteriza as concepgdes geométricas da
seguinte maneira: sao aquelas em que os alunos confundem é&rea e superficie,

perimetro e contorno.

A forma sendo conservada, qualquer modificacdo da area corresponderia
necessariamente a uma modificagdo do perimetro e assim, reciprocamente. Em
nossa pesquisa teremos atividades que utilizaremos estes pressupostos, para

mostrar aos alunos que existem figuras que conservam mesma area mas que 0S

"0 leitor deve observar que estes polos sdao encontrados no capitulo 1 deste trabalho, onde as
pesquisadoras definem cada um deles.

12 Referéncia a teoria do Jogo de Quadros e a Dialética Ferramenta—Objeto desenvolvida por Douady
(1987).
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perimetros sao diferentes. Além disso, devemos estabelecer articulagbes entre os

quadros numérico e geométrico, para construgao do conceito de area.

O ponto de vista adotado por Douady & Perrin-Glorian (1989) relacionado

com o conceito de area é o de que ha trés quadros a distinguir:

= Quadro numérico: consistindo nas medidas da area das superficies, que

pertencem ao conjunto de numeros reais nao negativos.
= Quadro geométrico: constituido por superficies planas;

= Quadro das grandezas: contexto proprio da nogao de area, que integra
os dois primeiros e é caracterizado formalmente como classes de

equivaléncia de superficie de mesma area.

Assim podemos distinguir que a area de uma superficie plana aparece como
um objeto matematico distinto da superficie plana, pois superficies diferentes podem
ter a mesma area. Também distingue o numero que esta associado a essa
superficie quando se escolhe uma superficie unitaria para medi-la, pois mudando a

superficie unitaria altera-se a medida da area, mas esta permanece a mesma.

Partindo dos trés quadros apresentados anteriormente, Douady & Perrin-
Glorian (1989) elaboraram e experimentaram uma engenharia didatica partindo-se

das seguintes hipoteses:

- Desenvolvimento, no ensino, do conceito de area enquanto grandeza
autébnoma favorece o estabelecimento das relacbes necessarias entre os

quadros geométrico e numeérico.
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- Uma associagao precoce da superficie a um numero favorece o amalgama
entre diferentes grandezas em jogo, ou seja a indissociabilidade entre a

area e o perimetro.

As pesquisas desenvolvidas por Héraud (1989) também apontam para a
construgcdo do conceito de area enquanto grandeza, como um processo anterior a
aprendizagem de sua medida. Por meio da realizagdo de uma nova engenharia
didatica, Baltar (1996) confirma a pertinéncia de abordar a area como uma grandeza
autbnoma e aprofunda seus estudos do conceito como uma grandeza bidimensional
com relacdo ao comprimento. Embasados nestes pesquisadores citados
anteriormente, e tendo como fundamentagéao tedrica, as teorias de Douady (1989),
procuramos considerar o conceito de area como uma grandeza, e por meio dos
resultados obtidos na pesquisa de Baltar (2000), consideraremos a area como uma
grandeza bidimensional. Em nossa pesquisa também, abordaremos a diferengas
entre grandezas unidimensionais como o comprimento, perimetro comparando com
as grandezas bidimensionais como o0 caso da area, buscando mostrar as diferengas
entre estes dois conceitos e dessa forma fazer com que o aluno seja capaz de

diferenciar estes dois conceitos.

Partindo-se das discussbes ocasionadas pelas pesquisas de Douady (1989),
Baltar (1996), e outros, é valido ressaltar que a construgcéo das relagdes pertinentes
entre area e comprimento € um processo complexo e de longa duragéo. Segundo o
trabalho de Rogalski (1982), nas relagdes entre essas duas grandezas geométricas
intervém um processo duplo de diferenciacdo e de coordenacao. Deve-se, ao
mesmo tempo, diferenciar as propriedades simultaneamente presentes numa figura

(o comprimento do contorno de uma superficie e a area desta, ou a area do contorno
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de um sodlido e o volume deste) e coordenar essas mesmas propriedades na

apropriacao de féormulas por exemplo.

Outro aspecto, discutido e apontado pelos pesquisadores em relacdes a area
e o perimetro sao as dificuldades dos alunos em dissociarem as nogdes entre area e
perimetro. Em diversas investigagdes (Vinh Bang e Luzeer, 1965; Hirstein et al,
1978; Hart, 1981; Vergnaud et al,1983; Douady & Perrin-Glorian,1989; Moreira Baltar
e Comiti, 1993) sobre a aprendizagem das grandezas geométricas evidenciando os
tipos de erros variados e etiquetados sob a expressao “o aluno nao dissocia area e
perimetro”. Partindo deste pressuposto, Baltar (1996) classificou entdo esta distingao

entre area e perimetro em quatro pontos distintos:

—  topoldégico: segundo o qual os conceitos de area e de perimetro
correspondem a objetos geométricos distintos, a area sendo associada a

superficie e o perimetro ao contorno;

— dimensional: evidenciando que uma superficie e seu contorno sao
objetos matematicos de natureza distintas no que diz respeito as
dimensdes, 0 que traz consequéncias imediatas sobre o uso de

unidades adaptadas a expressao das medidas de area e perimetro;

— computacional: que corresponde a aquisicao das féormulas de area e

perimetro usuais;

— variacional: que consiste na aceitacdo de que area e perimetro nao
variam necessariamente no mesmo sentido, de que superficies de

mesma area podem ter perimetros distintos e vice-versa.
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Outra distincdo importante proposta por Baltar (1996) concerne a natureza
das figuras. Com efeito, as propriedades subjacentes a dissociagao das variagdes de
area e perimetro de superficies quaisquer, de retadngulos e de paralelogramos, por

exemplo, ndo sao as mesmas.

No caso de superficies quaisquer, a propriedade de invaridncia de area por
corte/colagem, sem perda nem superposigao, é suficiente para construir superficies

de mesma area, tendo perimetros distintos.

No estudo realizado com retangulos, como evidenciam os trabalhos de
Balacheff (1988) e Baltar e Comiti (1983), mostrando que as férmulas relacionadas
as medidas de perimetro e darea como a soma e o produto de um par de numeros (a
medidas dos comprimentos dos lados) permitindo desta maneira apenas um
tratamento numérico dos problemas propostos com a variagdo destas duas

grandezas.

E valido ressaltar, que um dos problemas apontados por Douady (1989) e
Baltar (2000), mostram a confusdo entre os dois conceitos (perimetro e area)
realizado pelos alunos, pois muitos alunos invertem estes conceitos: somam os
lados para encontrar a area e multiplicam as medidas dos lados para encontrar o

perimetro.

Agora analisando o caso do paralelogramo, Vinh Bang e Luzeer (1965),
Douady & Perrin-Glorian (1989) e Baltar (1996) observam que os alunos tendem a
considera-los como retangulo deformado, confundindo, consequentemente, as

variagoes de area e perimetro.

Ademais, cabe registrar que as dificuldades em torno da dissociagdo das

variagbes de area e perimetro de paralelogramos, no estudo das deformacgodes
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descritas acima, mostram-se resistentes e parecem ser reforcados pelos teoremas
em acao (Vergnaud, 1990), segundo o qual a area do paralelogramo é dada pelo
produto das medidas dos seus lados (Baltar, 1996), que o conduz a necessidade de

aprofundar o papel das férmulas na aprendizagem do conceito de area.

Embora as formulas para calculo de area e de perimetro, nas pesquisas,
sejam inevitaveis partes para o ensino/aprendizagem desses conceitos, elas ora séo
evitadas, ora consideradas um mal necessario. Para Perrin-Glorian (1992a), o uso
das férmulas parece preponderante, desde a sua introdugdo e em geral ndo se
observa um trabalho conceitual suficiente que permita aos alunos construir seu

significado.

Algumas outras pesquisas tais como: Baltar (1996), Nunes et al (1993),
Bessot (1997), Gemine e Bessot (1997), investigaram a apropriagcdo € 0s usos
possiveis das formulas na construcdo do conceito de area e na articulagdo com

outros dominios matematicos.

E valido ressaltar que as dificuldades de dissociacdo entre grandezas
geométricas (comprimento, area e volume) podem ser extremamente resistentes a
aprendizagem como mostra Schneider (1991), numa pesquisa realizada na Bélgica,
sobre a introdugao do calculo integral no Ensino Médio (alunos de 15 a 18 anos). A
pesquisadora interpreta alguns erros cometidos pelos alunos no calculo de areas e
volumes, como consequéncia de um obstaculo de natureza epistemolégica que é
denominado pela pesquisadora como “obstaculo da heterogeneidade das

dimensoes”.

A hipotese da existéncia de um obstaculo em torno da relagcéo entre area e

perimetro também é apontado por Perrin-Glorian (1992b), que sugere o estudo e
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classificagao das situacdes nas quais o amalgama se produz, para poder decidir se

trata-se de um obstaculo e de que natureza é ele.

Outras pesquisas anteriores, mostram que os préprios professores em
formagao utilizam teoremas em acgéo errébneos, segundo 0s quais area e perimetro
variam no mesmo sentido. Desse modo, os resultados obtidos confirmam a
resisténcia das dificuldades de aprendizagem nesse dominio e apontam para o seu
reforco devido aos conhecimentos insuficientes dos professores, levando os cursos

de formagao universitaria a rever os seus conceitos de ensino aprendizagem.

Apos terminarmos o nosso estudo sobre o conceito de area como uma
grandeza, prosseguiremos o estudo sobre Grandeza agora sobre a 6tica dos PCNs,
pois, consideramos importante o destaque dado, que dedicou um bloco exclusivo

para tratar sobre a nogao de Grandezas e Medidas para o Ensino Fundamental.

3.4 Abordagem de Grandezas e Medidas nos PCNs™® para o Ensino Fundamental

Baseado no estudo proposto realizado sobre os PCNs (1998) para o Ensino
Fundamental (52 série a 82 série), procuramos fazer uma breve sintese sobre o tema
grandeza, procurado mostrar como é abordado este tema que tem seu estudo

iniciado na 52 série e o seu término na 72 série.

Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), os conteudos matematicos
devem ser abordados nos quatro ciclos do Ensino Fundamental (1% a 82 série),
sendo organizados em quatro grandes blocos, tais como: “Numeros e operagoes”;

“‘Espaco e Forma”; “Grandezas e Medidas” e “Tratamento da informacgao”. O

'3 Parametros Curriculares Nacionais.
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destaque dado ao bloco nomeado “as grandezas e medidas” revela que se atribui,
nesse documento nacional de referéncia curricular, uma importancia consideravel ao
tema, levando os pesquisadores a repensar sobre a reorganizagao dos curriculos de
Matematica no Ensino Fundamental, nos quais observa-se que a abordagem deste
campo conceitual € muito insatisfatéria. Desse modo, devemos procurar meios para
que isso se torne mais frequente nos curriculos de Matematica no Ensino

Fundamental.

O estudo dos PCNs mostra que o bloco das grandezas e medidas é
caracterizado como um espaco privilegiado, por destacar a presenga e a utilidade

social do conhecimento matematico, segundo a citagao a seguir:

Na vida em sociedade, as grandezas e as medidas estdo presentes em
quase todas as atividades realizadas. Desse modo, desempenham papel
importante no curriculo, pois mostram claramente ao aluno a utilidade do
conhecimento matematico. (Ministério da Educagao e Desporto, 1997, p.56)

Percebe-se que o0s PCNs salientam também a importancia da
contextualizagédo do conhecimento matematico com o cotidiano do aluno, por meio
da aplicagao deste conhecimento matematico, utilizando como instrumentos de
construgédo do conhecimento situagbes-problema ligadas ao aluno, tornando o saber

matematico mais significativo.

Além disso, os PCNs ressaltam que o bloco de grandezas e medidas é um
campo fértil para explorar uma abordagem historica de construgdo do conhecimento

matematico, bem como utilizarmos a interdisciplinaridade como instrumento.

O trabalho com medidas da a oportunidade para abordar aspectos histéricos
da construgdo do conhecimento, uma vez que,desde a Antiguidade,
praticamente em todas as civilizagoes, a atividade matematica dedicou-se a
comparagdo de grandezas. (Ministério da Educacdo e Desporto,1997,
p.129)
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Outro aspecto marcante, que devemos destacar no bloco de grandezas e
medidas nos PCNs é a indicagdo do mesmo enquanto um espacgo privilegiado de
articulagdo entre os campos da Aritmética, Algebra e Geometria. Desse modo é
valido fazer um paralelo com a Teoria de Douady em relagédo ao Jogo de Quadros,
no qual podemos relacionar os trés quadros presentes ao quadro numeérico
(Aritmética), o algébrico e o geométrico. Percebemos, desta forma, que os PCNs

consideram a integracao entre os diversos campos da matematica.

Ha um razoavel consenso no sentido de que os curriculos de Matematica
para o ensino fundamental devem contemplar o estudo dos nimeros e das
operagbes (no campo da Aritmética e da Algebra), o estudo do espago e
das formas (no campo da Geometria), e o estudo das grandezas e das
medidas (que permite interligagbes entre os campos da Aritmética, da
Algebra e da Geometria). (Ministério da Educacéo e Desporto,1997, p.53)

Além disso, os PCNs procuram enfatizar a riqueza das articulagdes possiveis
com os outros conteudos, tais como: a construgdo do significado dos numeros e
operagodes, de conceitos relativos a Geometria, das idéias de proporcionalidade e de

escala, por exemplo.

Com o intuito de destacar que a constru¢ao do significado dos diversos tipos
de numeros (naturais, inteiros, racionais e irracionais) apoia-se, entre outros fatores,
em situagdes-problema envolvendo medidas de grandezas. Em nossas atividades
utilizaremos os conjuntos numeéricos dos naturais, inteiros e racionais como
instrumentos auxiliares para a construgdo do conhecimento matematico (expressoes
algébricas), utilizando como ferramenta principal o conceito de area, que é

considerada uma grandeza bidimensional.

Dessa maneira, procuramos articular os trés ramos da matematica a

Aritmética, a Geometria e a Algebra.
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Essas caracteristicas refletem-se na designagdo dos objetos de ensino,
contemplando os elementos de praticas sociais e estimulando as articulagdes dos
conteudos relativos as grandezas e medidas, com os conteudos numéricos,
geométricos e relativos ao tratamento da informagdo, como veremos na discussao
dos objetivos, dos conteudos e dos critérios de avaliagao relativos as grandezas e
medidas, em cada ciclo do ensino fundamental. Dando um destaque maior para o 4°
ciclo (72 série e 82 série), pois nossa pratica de ensino € voltada para as 72 séries do

ensino fundamental.

A seguir faremos uma sintese dos objetivos a serem atingidos nas séries
anteriores que servirdo de pré-requisitos para o desenvolvimento de nossa

sequéncia didatica, envolvendo o conceito de grandeza.

3.4.1 Grandeza e Medidas no Primeiro Ciclo do Ensino Fundamental

Segundo as orientagcdes dos PCNs, devemos partir de situagdes-problema
que resgatem as experiéncias pessoais dos alunos. Além disso, devem ser
exploradas comparagdes de grandezas, de modo que as criangas possam identificar
atributos de um objeto passiveis de mensuragcdo, construindo um conceito

aproximado de medida e usando procedimentos da mesma .

A formalizagao do sistema de medida n&o é objetivo do primeiro ciclo. Mas
sim, devemos enfatizar a compreensdo do processo de medir, por meio da
exploracdo das estratégias pessoais dos alunos e usos de instrumentos para

afericdo, tais como: balancas, fita métrica, recipientes de uso frequente. Devemos
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também valorizar o curriculo oculto™ dos alunos. Sugere-se também que
trabalhemos como o conceito de tempo e temperatura dando uma abordagem
significativa, por meio da utilizagado de instrumentos adequados e fazendo relagdes

com o cotidiano do aluno.

Em seguida, destacamos alguns dos objetivos visados para a aprendizagem
do primeiro ciclo envolvendo o trabalho com grandezas e medidas e suas

articulacdes com os outros blocos de conteudos:

— a construcdo do numero natural deve-se apoiar na exploracdo de
situagbes-problema envolvendo contagens, medidas e cddigos

NUMEricos;

— o0 reconhecimento de grandezas mensuraveis, como comprimento,

massa, capacidade;
— aelaboracao de estratégias pessoais de medida, pelos alunos;
— o uso de instrumentos de medida, usuais ou nao;

— a estimativa de resultados e sua expressado por meio de representacdes

nao necessariamente convencionais.

Os objetivos citados acima, que sédo considerados fundamentais para o 1°
ciclo, sado alguns dos pré-requisitos que os alunos devem trazer consigo para que
eles consigam desenvolver as atividades do nosso projeto de pesquisa. As demais

pré-nogdes estardo presentes nos objetivos dos proximos ciclos.

' Curriculo Oculto: sdo as experiéncias pessoais dos alunos.
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O papel social do bloco de grandezas e medidas articulado com o trabalho
relativo aos numeros e operagdes e a geometria fica evidente na designagdo dos

conteudos conceituais, procedimentais e atitudinais, sugeridos no primeiro ciclo.

Existem também outros aspectos importantes neste ciclo, que destacamos a

sequir:

—  Comparar colegdes pela quantidade de elementos e ordenacdo de

grandezas pelo aspecto de medida;

— Utilizacado de diferentes estratégias para identificar os numeros em

situagdes envolvendo contagens e medidas;
—  Dimensionar espacos, percebendo relagbes de tamanho e forma;

—  Comparagéo de grandezas de mesma natureza, por meio de estratégias
pessoais € uso de instrumentos de medidas conhecidos tais como:

balanca, fita métrica, etc.

—  Valorizacado da importancia das medidas e estimativas para resolver os

problemas cotidianos.

Apo6s apresentarmos os tépicos a serem trabalhados no primeiro ciclo,
espera-se que ao final deste, os alunos sejam capazes de resolver as situagdes-
problema e utilizar os conhecimentos construidos relacionados as medidas; medir
utilizando unidades nao-convencionais adequadas ao atributo que se quer medir, e

realizar algumas estimativas de resultados de medicéo.
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3.4.2 Grandeza e Medidas no Segundo Ciclo do Ensino Fundamental

Nesta etapa damos destaque aos objetivos e aspectos determinados pelos
PCNs, em relacao a este ciclo sobre o tema de Grandezas e Medidas, que também
serao considerados instrumentos importantes para a construgdo do nosso objeto de

estudo “as expressoes algébricas”.

No segundo ciclo esperamos que os alunos ampliem seus conceitos
trabalhados no ciclo anterior, estabelecendo novas relagbes que os levem a construir
novos conhecimentos. Neste ponto é valido destacar a Dialética Ferramenta-Objeto,
teoria de Douady (1989), onde na primeira fase os alunos mobilizam os
conhecimentos anteriores para solucionarem as situacdes-problema propostas, que
os levardo a construgdo de um novo saber. Esta fase é conhecida como antigo-

novo.

Neste ciclo também, devem ser ampliados os conhecimentos referentes ao
tempo e temperatura. Em relagéo as grandezas e as medidas neste ciclo podemos

afirmar que:

Os alunos deste ciclo podem compreender melhor como se processa uma
dada medicdo e que aspectos de processo de mediagdo sdo sempre
validos. Ou seja, percebem a necessidade de escolher uma certa “unidade’,
de comparar essa unidade com o objeto que estdo medindo e de contar o
numero de vezes que essa unidade foi utilizada. (Ministério da Educagéo e
Desporto, 1997, p.84)

Segundo as diretrizes dos PCNs indicam, neste processo, deve-se explorar
mudanc¢as de unidades, evidenciando que o resultado da mediacido depende da
unidade escolhida e esta escolha deve ser feita em fungdo do que se deve medir.

Deve-se abordar mudangas de unidades usuais (metro, centimetro, grama,
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quilograma) e evitar conversdes desprovidas de significado pratico (quilometro para
milimetro, por exemplo). Observa-se ainda que, embora os alunos possam utilizar
unidades n&o-convencionais, € importante que eles conhegam os sistemas
convencionais argumentando-se que este facilita a comunicagdo. Outro aspecto
destacado no segundo ciclo é as relagbes existentes entre os sistemas decimais de

medida, sistema monetario e sistema de numeracio decimal.

Nota-se que alguns dos objetivos de aprendizagem visados no segundo ciclo
envolvem o trabalho com grandezas e medidas e suas articulagdes com os demais

blocos.

Destacamos alguns dos objetivos importantes para nosso projeto, como

apontamos a seguir:

—  Comparacgéo de grandezas de mesma natureza, com a escolha de uma

unidade de medida da mesma espécie do atributo a ser mensurado;

— Identificacdo de grandezas mensuraveis no contexto diario:

comprimento, massa, capacidade, area' etc.

— Reconhecimento e utilizacdo de unidades usuais de medida como:
metro, centimetro, quildbmetro, grama, miligrama, quilograma, litro,

mililitro, metro quadrado, alqueire,etc.

—  Estabelecimento das relagdes entre unidade usuais de medida de uma

mesma grandeza;

'3 A leitura do texto dos PCNs revela que o termo usado neste ponto é “superficie” e ndo “area” como
esta aqui escrito. Ora a palavra empregada no referido documento ndo é compativel com o uso que
se faz, em geral, do vocébulo ‘superficie’ na Matematica (que é definido neste projeto e no trabalho
de Baltar). Na Matematica “superficie” designa um objeto geométrico e a area é um atributo desse
objeto, uma grandeza associada a superficie. Essa escolha inadequada de termos se repete ao longo
das demais partes dos PCNs.
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— Reconhecimento dos sistemas de medida que sao decimais e

conversdes usuais, utilizando-se as regras desse sistema;

— Utilizacdo de procedimentos e instrumentos de medida, em fungao do

problema e da precisdo do resultado;

— Calculo de perimetro e area de figuras desenhadas em malhas
quadriculadas e comparacgao de perimetros e areas de duas figuras, sem

uso de formulas ;

—  Curiosidade em conhecer a evolucao historica das medidas, unidades de
medida e instrumentos utilizados por diferentes grupos culturais e
reconhecimento da importancia do uso adequado dos instrumentos e

unidades de medidas convencionais.

Depois de destacarmos os conteudos principais e elementares para o
desenvolvimento do nosso projeto, que sao ensinados no segundo ciclo e que seréo
ferramentas fundamentais para a construgdo do nosso objeto de estudo,
gostariamos de complementar o final desse ciclo apresentando os objetivos finais

dos PCNs para o mesmo.

Segundo os PCNSs, espera-se que ao final deste ciclo, os alunos sejam
capazes de resolver situagdes-problema envolvendo medidas, saibam escolher a
unidade de medida e o instrumento mais adequado para cada situagao proposta;
fazer previsdes razoaveis (usando a estimativa) sobre os resultados de problemas
envolvendo as grandezas de comprimento, capacidade e massa; ler, interpretar e

produzir registros utilizando a notagado convencional das medidas.
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3.4.3 As Grandezas e Medidas no terceiro ciclo do ensino fundamental

Os PCNs sugerem que neste ciclo, os alunos vivenciem experiéncias que
permitam ampliar sua compreensdo sobre o processo de medicdo e perceber a

utilidade das medidas para descrever e comparar fenbmenos.

Além disso, 0 nosso projeto de pesquisa esta voltado para a construgdo do
objeto matematico de estudo, que compdéem o curriculo deste ciclo, ou seja, as
expressodes algébricas. Este novo saber sera construido partindo-se da mobilizagéao
dos conhecimentos adquiridos nos ciclos anteriores (ciclo 1 e 2) relacionados as
grandezas e medidas. Em nossas atividades serdo utilizadas situagdes-problema
relacionadas ao cotidiano do aluno, sempre procurando atingir os objetivos finais

determinados pelos PCNSs.

Retomando a discussdo dos PCNs sobre as sugestdes para este ciclo,
devemos retomar e aprofundar o estudo de medidas relativas ao comprimento,

massa, capacidade, area, tempo, temperatura, iniciada nos ciclos anteriores.

Nos PCNs argumenta-se que a exploragao do carater pratico das medidas, de
seu uso em contextos sociais e o resgate dos problemas histéricos ligados as
medidas, geralmente despertam o interesse dos alunos. Observa-se, entdo, uma

énfase clara para a exploracéo de situacdes praticas:

Por meio de situagbes-problema extraidas dos contextos praticos em que
essas grandezas se encontram- como na arquitetura, nas artes, na culinaria,
nas atividades comerciais e na leitura de mapas, plantas e croquis
evidenciam-se para os alunos as aplicagbes praticas da Matematica e a
necessidade de contar com unidades padronizadas e com sistemas comuns
de medida e também a necessidade de encontrar estimativas plausiveis.
(Ministério da Educacéo e do Desporto,1998, p.69)
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Nota-se, desta maneira, que a abordagem de estimativas traz uma reflexao
importante acerca da natureza aproximada das medidas. As orientagdes dos PCNs

destacam que este aspecto numérico merece uma atengao especial.

Além de orientar os alunos para que desenvolvam estratégias de
estimativas aprendam a julgar o grau de exatiddo necesséario para uma
situagdo particular, é importante ensina-los a utilizar adequadamente
instrumentos como balancas, relégios, escalimetro, transferidor, esquadro,
trenas, cronbmetros e a selecionar os instrumentos e as unidades de
medida adequadas a exatiddo desejada. (Ministério da Educagdo e
Desporto, 1998, p.69)

Outra sugestdo que € dada pelos PCNs é a possibilidade da articulacédo do

bloco de grandezas e medidas com os demais blocos de conteudos.

Neste ciclo sugere-se que o trabalho relativo ao desenvolvimento do
pensamento algébrico enfatize a compreensdo da nogdo de variavel e o
reconhecimento da expressao algébrica como ‘uma forma de traduzir a relagdo
existente entre a variagdo de duas grandezas”. (Ministério de Educacao e Desporto, 1998,
p.68). Dentre as nogdes enfatizadas no desenvolvimento do pensamento geométrico
podemos destacar também a nogédo de angulo e a exploragao das figuras planas,
pela decomposicéo e recomposigao, transformacao (reflexdo, rotagcéo e translagao),
ampliagdo e reducado. As atividades geométricas envolvem entre outros, 0 manuseio
de instrumentos de medida (tais como: régua, transferidor, compasso, etc). Nota-se
que durante o desenvolvimento de nossas atividades os alunos estardo utilizando
constantemente os instrumentos de medida, assim como também mobilizardo os
seus conhecimentos sobre os processos de decomposi¢cdo e composigéo de figuras
planas, reconhecimento das diferentes figuras planas, utilizagdo de escalas e uso do

raciocinio por estimativa, entre outros.
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Varios objetivos de aprendizagem s&o visados para o terceiro ciclo
envolvendo as grandezas e medidas e suas articulagdes com os demais blocos de

conteudos.

Desse modo selecionamos alguns destes objetivos, que apresentamos a

sequir:

— Ampliar e construir novos significados para os numeros naturais, inteiros e
racionais a partir de sua utilizacdo no contexto social e da analise de
alguns problemas histéricos que motivaram sua construgao;

— Selecionar e utilizar os procedimentos de calculo (exato ou aproximado,
mental ou escrito) em fungéo da situagédo-problema proposta;

— Resolver situagdes-problema, que envolvam figuras geométricas planas,
utilizando procedimentos de decomposicdo e composi¢ao, transformacéo,
ampliacdo e reducéo;

— Ampliar e construir nogdes de medidas pelo estudo de diferentes
grandezas, a partir de sua utilizagdo no contexto social e da analise de
alguns problemas histéricos que motivaram sua construgao;

— Resolver problemas que envolvam diferentes grandezas, selecionando
unidades de medida e instrumentos adequados a precisao requerida;

— Observar a variagao entre grandezas, estabelecendo relagéo entre elas e
construir estratégias de solugéo para resolver situagdes que envolvam

proporcionalidade.

E importante destacar que as diretrizes dos PCNs apontam para o
desenvolvimento do pensamento'® numérico, do pensamento geométrico, do
pensamento algébrico, da competéncia métrica, do raciocinio combinatdrio,

estatistico e probabilistico. Podemos interpretar estas designagdes como indicios de

'® Grifo nosso, para destacar um dos nossos pontos de estudo.
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que a funcdo das grandezas e medidas é prioritariamente considerada ferramenta'’
na resolugao de problemas. Pois, essas ferramentas agem como meio facilitador

para a construcdo do conhecimento matematico.

Neste terceiro ciclo, observam-se algumas referéncias as grandezas e

medidas e suas articulagdes com os demais blocos, como apresentamos a seguir:

—  Compreensao da raiz quadrada e cubica de um numero, a partir de
problemas como determinacdo de um dos lados de um quadrado de

area conhecida ou da aresta de um cubo de volume dado;

— A Compreensao da nocao de variavel pela interdependéncia da variagao

das grandezas;
—  Composicao e decomposicao de figuras planas;

— Reconhecimento de grandezas como comprimento, massa, capacidade,
area, volume, angulo, tempo, temperatura, velocidade e identificagdo de
unidades adequadas (padronizadas ou nao) para medi-las, fazendo uso

de terminologia prépria;

—  Compreensao da nogédo de medida de area e de equivaléncia de figuras

planas por meio de decomposigao e composi¢ao de figuras;

—  Calculo da area de figuras planas pela decomposi¢ao/ou composi¢ao em

figuras conhecidas, ou por meio de estimativas;

—  Estabelecer conversdes entre algumas unidades de medida mais usuais
(para comprimento, massa, capacidade, tempo) em resolugédo de

situacdes- problema.

' Para uma discussao dos conceitos matematicos como ferramenta e objeto de ensino aprendizagem
da Matematica, o leitor deve consultar a fundamentagéo tedrica do projeto ou os artigos de Douady
(1987).
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Ao final deste ciclo espera-se que os alunos sejam capazes de :

— decidir sobre os procedimentos matematicos mais adequados para
construir as solugdes dos problemas propostos, num contexto numérico,

geomeétrico e algébrico;

— analisar, classificar e construir figuras geométricas bidimensionais,
tridimensionais, utilizando as nogbes geométricas como angulos,
paralelismo, perpendicularismo, estabelecendo relagbes e identificando

propriedades;

— obter e expressar resultados de medigdes, utilizando as principais
unidades padronizadas de medida de comprimento, capacidade, massa,

superficie, volume e tempo;

Ao final desta analise dos PCNs, pudemos verificar as principais diretrizes,
objetivos nos ciclos estudados e que sdo de extrema importancia para o nosso

estudo.

Em nosso projeto, daremos énfase aos seguintes aspectos; a area sera
considerada uma grandeza, conforme as pesquisas realizadas por Douady & Perrin-
Glorian, envolvendo o quadro numérico com o quadro geométrico, ou seja, uma
unidade numérica (inteiros positivos, estendendo aos racionais positivos) com sua
respectiva unidade de medida (cm? m? etc); mobilizaremos alguns objetivos
apontados no 1° ciclo dos PCNs, tais como o reconhecimento de grandezas
mensuraveis, elaboragdo de estratégias pessoais de medida, uso de instrumentos
de medidas, usuais ou nao, a estimativa de resultados e sua expressao por

representacées ndo convencionais, revisao dos conjuntos numéricos (dos inteiros e
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dos racionais positivos), entre outros. Além dos conhecimentos mobilizados do
1°ciclo dos PCNs, também estaremos utilizando alguns dos conhecimentos
construidos no 2° cicio dos PCNs, dando destaque as no¢cdes de perimetro e area,
sistemas de medidas decimais, regras de transformag¢des de unidades, utilizagdo de
escalas, areas de figuras planas, entre outros. Todos estes conhecimentos seréao
utilizados em nosso projeto para construirmos o conceito de expressdes algébricas
e, também, alcangcarmos os objetivos propostos para o 3° ciclo dos PCNs, pois,
nosso objeto de estudo (expressdes algébricas) integra o conteudo programatico do
3° ciclo dos PCNs, lembrando-se de outros conceitos deste ciclo tais como:
equivaléncia de areas, processo de decomposi¢cao e composigao de figuras, levando

a construgao de expressdes algébricas equivalentes, entre outros.

No préximo capitulo discutiremos os erros e dificuldades dos alunos na

aprendizagem da Algebra.
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CAPITULO 4. O ERRO COMO UMA POSSIBILIDADE DE

APRENDIZAGEM

4.1 Introducgao

Este capitulo apresenta e discute os principais erros cometidos pelos alunos
durante o processo de ensino e aprendizagem dos conceitos algébricos, que foram
relatados nas pesquisas cientificas no campo da Algebra, citados nos capitulos

anteriores.

Iniciamos nossos estudos sobre os erros e dificuldades dos alunos,
encontrados no sistema de ensino-aprendizagem, recorrendo aos resultados obtidos
nas pesquisas de Booth (1984,1988), Lemoyne, Conne e Brun (1993), Kieran
(1989), Kuchemann (1981), Nakamura (2003), Bertoni (1998), entre outros. Estes
pesquisadores destacam a importancia do estudo dos erros dos alunos como sendo

um foco para o desenvolvimento de uma pesquisa.

Segundo Booth (1984) :

o estudo dos erros é importante por causa da informagdo, que ele fornece
relativa aos caminhos ou formas pelas quais a crianga vé o problema e, 0s
procedimentos usados na tentativa de resolver o problema. Essa
informacgéo é de interesse ndo somente porque ela pode sugerir caminhos
que auxiliam as criangas a evitar esses erros mas, também porque ela pode
explicar aparente a falta de progresso da crianga em conseguir altos niveis
de compreenséo da algebra. (BOOTH,1984, p.29)

Booth (1988) afirma que a compreensdo incompleta das transformacdes
permitidas sobre as expressdes numéricas nao coloca o aluno em boa posicéao para

a aprendizagem sobre as manipulag¢des algébricas, conforme destacamos a seguir:



134

(..) a Algebra ndo é isolada da Aritmética; na verdade é, em muitos
aspectos, a Aritmética generalizada. E nisso esta a fonte das dificuldades.
Para compreender a generalizagdo das relagbes e procedimentos
aritméticos é preciso primeiro, que tais relagbes e procedimentos sejam
apreendidos dentro do contexto aritmético. Se ndo o forem reconhecidos ou
se 0s alunos tiverem concepgbes erradas a respeito deles, seu desempenho
em Algebra poderé ser afetado. Neste caso, as dificuldades que o aluno tem
em Algebra ndo sdo tanto de Algebra propriamente dita, mas, de problemas
em Aritmética que ndo foram corrigidos. (BOOTH, 1988, pp.32-3)

O quadro descrito pela pesquisadora no paragrafo acima, mostra um dos
pontos responsaveis pelas dificuldades ocorridas no sistema de aprendizagem de
Algebra, principalmente no conceito de expressbes algébricas. Diante, desta
situacdo discutida por ela, observa-se que os alunos tém dificuldades em
transformar o pensamento aritmético em algébrico e vice-versa, sendo assim
constatamos, que os erros no campo da Aritmética, contribuem também, para os

erros ocasionados na aprendizagem da Algebra.

Lemoyne, Conne e Brun (1993), apontam a relagdo entre a Algebra e a
Aritmética e mostram que os alunos possuem um conhecimento parcial das regras

formais, necessitando que estas sejam aprimoradas.

... 0S primeiros conceitos da Algebra elementar apéiam-se nos aritméticos,
mas diferenciam; a Algebra é um dominio conceitual novo que prolonga o
dominio da Aritmética que o aluno j& domina parcialmente; em Algebra, as
regras formais de reescrita operam sobre as expressbes algébricas e
literais. Determinadas regras derivam das propriedades das operacgbes e
podem encontrar um fundamento no dominio préprio, aquele da Algebra. A
aplicagao de regras ndo tem necessariamente por objetivo efetuar o calculo.
(LEMOYNE, CONNE e BRUN, 1993, p.338)

Outras pesquisas também apontaram a dificuldade da compreensdo dos
procedimentos aritméticos formais, para os procedimentos formais algébricos que
discutiremos a seguir. Kieran (1989), discute estas dificuldades por meio dos
procedimentos processuais (relacionados a Aritmética) e os estruturais (relacionadas

a Algebra).
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Ja, Sfard (1991) discute as expressdes algébricas no campo da algebra como
termos processuais-estruturais, desenvolvendo um modelo psicolégico baseado em
postular a necessidade de uma transigcdo prolongada para mudar das concepgdes
operacionais (processuais) para as estruturais, sugerindo uma organizagdo das
descobertas de pesquisa de acordo com a ordem com que os topicos algébricos séo
tipicamente apresentados aos estudantes. Dessa forma podemos seguir o
desenvolvimento da aprendizagem da Algebra e olhar para a evolugdo do

pensamento segundo as consideragdes processuais-estruturais.

Macgregor (1996), em estudos realizados com um grupo de alunos de
escolas secundarias australianas, com idades entre 11 e 16 anos, aponta que uma
das causas destas dificuldades dos alunos na aprendizagem da Algebra consiste
nos conhecimentos deficientes da Aritmética, ou seja, ndo compreendem de modo

suficiente as propriedades operatérias dos numeros.

A pesquisadora ressalta alguns aspectos do conhecimento aritmético que sao
necessarios para se adquirir uma aprendizagem algébrica, entre os quais: a
capacidade de se concentrar no procedimento e ndo apenas na resposta; a
compreensao das relacbes existentes entre as operagdes; o conhecimento das
diversas interpretacbes do sinal de igual e o conhecimento das propriedades
formais. O primeiro aspecto indica que os alunos preocupam-se muito mais em
encontrar respostas diante de uma questao dada, em lugar de se interessar pelos
procedimentos que conduzem a essa resposta. O segundo aspecto, que
complementa o primeiro, refere-se a conhecer as operagdes basicas, além da
adicao.

Por exemplo: a diferenca entre dois numeros (z - w), a multiplicagédo é

interpretada como soma repetida, 5 x6 ou5+5+5+5+ 5+ 5, ocasionando uma
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dificuldade em expressar 5 vezes x como 5x e a divisdo, como 12 + 2=60u 6 + 6

X

=12. Essa interpretacéo pode prejudicar a compreensao da expressao 5

Outro topico discutido pela autora é a interpretagdo do sinal de igual; os
alunos utilizam-no para indicar o resultado, usando o verbo dar para indicar um
resultado. Como por exemplo: 7 + 5 = 12, entao eles interpretam que 7 + 5 da 12, ou

seja, entendem que o sinal ( =) vincula a pergunta a uma resposta.

Lemoyne, Conne e Brun (1993), Matz (1980) realizam um estudo
investigativo, demonstrando que certas classes de erros sdo resultados de uma
adaptacdo sistematica de conhecimentos anteriores, que se tém generalizado e
extrapolado de forma inadequada. Assim, dois tipos principais de erros sao

definidos:
1°)  os erros correspondentes a auséncia de mudangas conceituais e

2°)  os erros ligados as técnicas de extrapolagao.

Matz (MATZ apud ALMOULOUD, 1980) compreende os primeiros erros como
sendo uma consequéncia das relagdes entre os saberes aritméticos e algébricos,
sob o ponto de vista matematico, visando a passagem da Aritmética para a Algebra.
Considera que essa passagem efetua-se pela constru¢do da nogédo do valor

simbalico e pela extenséo da relagédo de igualdade.

Segundo o pesquisador, os erros de concatenacao, enquadram-se nessa
primeira categoria, considerando-os como sendo de natureza sintatica. Argumenta
também, que a escrita dos numeros em Aritmética ocorre a concatenagdo dos

algarismos, atribuindo a cada um desses algarismos um valor dependente de sua
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posicao; além disso, na representagao dos racionais, a justaposicado de um numero

C n . i . . 1
inteiro e uma fragdo implica em adigéo, ou seja, convenciona-se que 3 + 5 deve ser

. 1 . . R .
escrito como 35. Analisando as diversas respostas dadas pelos alunos a seguinte

questdo “se x = 6, calcule 4x” encontramos as seguintes respostas: “46 ou 107, a
primeira resposta faz referéncia aos conhecimentos sobre o valor de posi¢cao e a

segunda esta relacionada aos conhecimentos sobre a soma.

Além dos erros anteriormente discutidos, ndo podemos esquecer de citar
outros problemas que infringem as regras sintaticas do simbolismo algébrico.
Referimo-nos neste caso as regras de calculo, que regulam a ordem que os calculos
devem ser efetuados em uma determinada expressdo, o que implica no uso dos

parénteses.

Segundo Booth (1988), Kieran (1979) acredita-se que os alunos ndo usam
parénteses porque geralmente acham que a sequéncia escrita de operagdes
determina a ordem em que os calculos devem ser efetuados; além de muitos
considerar, que o valor da expressao permanece inalterada mesmo quando se muda

a ordem dos calculos.

Booth (1988) constatou este tipo de erro através da experiéncia que

apresentamos a seguir:

[Keith, 13 anos de idade, ao calcular 18 x 27 + 19, logo depois de ter
calculado 27 + 19 x 18 da esquerda para a direita].

“Keith: Faco ... 27 mais 19, depois multiplico por 18. E a mesma coisa que o
anterior, s6 que ao contrario.

E: Pois bem, suponha que eu resolvesse calcular e achasse que deveria

multiplicar 18 por 27 e depois somar 19. Eu chegaria ao mesmo resultado ?
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K: Sim.
E: E de que maneira vocé faria?
K: De qualquer uma! Depende do que passasse pela minha cabega na hora !

E: Mas nao importaria a maneira de fazer ?

K: Néo, a resposta seria a mesma. (BOOTH,1984, p.55)

Neste exemplo dado acima, a pesquisadora evidéncia a concepg¢ao do aluno
a respeito das expressdes numéricas, que ocorre na Algebra quando os alunos
transformam o pensamento algébrico em numérico. Quando por exemplo temos uma
expressao: (4x + 6y)e 7z, sendo que os valores de x = 2,y = 3 e z = -1, neste caso
os alunos ndo sabem a quais das operagdes deve ser dado prioridade para o

calculo.

Assim, Booth (1988) acredita que a ordem do calculo depende do contexto a

que a expressao esta relacionada.

Um outro exemplo que destacamos na experiéncia de Booth (1984) e que
serviu de instrumento de construgao e estudo de nossa pesquisa, € a utilizacdo de
retangulos, na solugao de problemas, onde a pesquisadora procura verificar se 0s
erros apontados por Kuchemann (1981), ocorrem durante o desenvolvimento da
questdo. Em nossa pesquisa, também procuramos constatar se ainda este erro

continua sendo cometido pelos alunos.

Dessa maneira ilustramos este exemplo citando os resultados obtidos pela

pesquisadora, conforme o exemplo abaixo:
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“O que vocé pode escrever como area deste retangulo?

Neil: p vezes ... amaism . [Escreve p xa + m ]

E: Muito bom, entédo, vocé escreveu p x a + m. E o que vocé faria realmente, o
que vocé precisaria fazer primeiro ?

N : Néo estou entendendo.

E: Muito bem, por que vocé disse p vezes a mais m?

N: Porque estou multiplicando este lado [p] por aquele lado [ a e m], e ndo da
para fazer aquele lado [a e m |, e assim, tenho de somar este [a] com aquele
[m], para multiplicar os dois lados juntos.

E: Muito bem, entao que parte vocé faria primeiro?

N : Eu somaria aqueles dois lados [a e m] e entdo multiplicaria por p.

E: E foi isso que vocé escreveu?

N: Foi.

E: Suponha que Ihe diga que acho [p x a + m] significa p vezes a. E depois mais m.
N: Ah, ndo, ndo pode ser isso. Se vocé fizer p vezes a s6 obtera uma parte dela
[area].Vocé teria de fazer a mais m para obter toda a base e entdo multiplicar por p.

Vocé tem de somar a com m primeiro.”(BOOTH, 1984, p.22)

Por meio da analise destas duas entrevistas podemos observar que a
necessidade do uso dos parénteses € ignorada. Consequentemente, as expressoes
algébricas que precisam do uso desses parénteses sido escritas de modo incorreto,
como por exemplo, tem-se x . y + z, em lugar de x.(y+z), podendo ocasionar outros
erros na simplificacdo dessa expressao, por exemplo: x. y + z sendo reescrito como

Xy + z.

Retornando as proposigdes de Matz (1980), passamos a analisar os erros da

segunda categoria, ou seja, os erros ligados as técnicas de extrapolagdo. Esses
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erros sao considerados usos inadequados, das regras corretas porém, aplicados a
outros contextos matematicos daqueles de sua validade. Observamos que uma
forma de generalizar € ampliar o ambito de aplicagdo de uma lei, estendendo-a para
um campo em que nao havia sido definida. Entretanto, essa extensao deve ser feita
comprovando-se sua validade na nova situacdo. A preocupacao parece estar

ausente quando se da a ocorréncia desses erros pelo aluno.

Matz (1980) afirma que os erros desta segunda categoria tratam,
essencialmente, da teorizagcado psicolégica sobre os processos de elaboragao dos
conhecimentos, fundamentada nos processos de assimilagdo e acomodagao do
modelo piagetiano de desenvolvimento dos conhecimentos: “(...) confrontado a uma
nova situagdo, o aluno dispbée de dois modos de trata-la: se ele conhece a regra a
ser aplicada, ele pode se contentar em aplica-la, se ele a ignora, pode, entio,

recorrer as técnicas da extrapolagdo” (MATZ apud LEMOYNE et al, 1993, p.337).

Artigie (1990) analisa os erros dessa natureza relacionados a um processo
presente no desenvolvimento historico de varios dominios da Matematica,
considerando-o como um produtor de obstaculos.’® Os exemplos mais evidentes

desse processo referem-se:

(...) a extensédo inadequada de regras operatérias de naturais para, por
exemplo, os decimais. No que se refere as regras formais de manipulagao
de expressées algébricas essa generalizagado abusiva situa-se na origem de
erros tenazes dos alunos como (a + b)? = a® + b? ou raiz quadrada

Ja+b =+a+ /b . (ARTIGUE, 1992, p.261)

Cauzinille, Mathiew e Resnick (1987), Lemoyne e outros (1993), concluiram a
respeito da interpretacdo dos resultados de suas pesquisas, que os erros dos alunos

em Algebra ocorrem em razdo das “lacunas” nos conhecimentos (exemplo: os

18 Artigiie (1990) considera, neste artigo, os obstaculos citados como epistemolégicos, baseando-se
nas definicdes de Brousseau (1976).
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calculos relativos); as restricdes na aplicacdo dos conhecimentos (por exemplo:
procedimentos de reescrita de uma expressdao com parénteses aplicados
corretamente,s6 no que se trata de uma expressdo numérica); a generalizagao das
condigbes de aplicagdo dos conhecimentos (por exemplo:comutatividade da
subtracao). Para Lemoyne e outros (1993), os estudos e interpretacées de Cauzinille
e outros (1987) nao divergem essencialmente dos relatos apresentados por Matz

(1980).

Nesta etapa, iremos enfocar os aspectos conceituais a respeito do sistema
conceitual algébrico. Um deles refere-se ao conceito de variavel, considerado por
Booth (1988) como um dos aspectos mais importantes no estudo da Algebra. Além
disso, apresentamos também os erros apontados em sua pesquisa através da tabela
1. E valido, também, destacar novamente os aspectos de variavel encontrados na
pesquisa de Kuchemmann (1981), que apresentamos no capitulo 1 desta pesquisa,
qgue nos levou a escolher o topico de expressdes algébricas como foco de estudo.

Observemos os erros encontrados na pesquisa de Booth (1984).
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Tabela 5. Erros em Algebra encontrados na pesquisa de Booth (1984, pp.3-4)

CSMS item Erros % dada de Erros Habilidades”
das respostas das respostas
1. Area de:
5 5e2, e10, 10e, e +10 42 7
I
|
e 2
2.Perimetro:
h h hhhht, 4ht,5ht 27 57
h
h
t
3. Perimetro :
u u uus556, 2u16 20 28
5 5
6
4. Perimetro
(n lados de comprimento 2) 32 a 42 25 9
2

5. Some 4 com 3n

3n4,7n, 45 22
7,12 17
6.Multiplique por 4
n+>5 4n5,n45, 12 8
n+20,n+9, 39
20,9 16
7.Simplifique se for
possivel: 2a+5b 7ab, 8ab 45 29
8. L+ M+N=L+P+N Nunca 55 11
Verdadeiro: .
Sempre/ nunca/ As vezes
9.c+d =10ec émenorqued simples valor 0,1, 43 7

c=7? 2,34, (ou 5)
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Notamos que os erros em Algebra, encontrados por Booth (1984) s&o
freqlientes no ensino da Algebra, independente do local de ensino. Podemos
constatar estes erros nos alunos brasileiros, também. Em nossos estudos estaremos
verificando qual é a frequéncia que estes erros ocorrem em nossa pesquisa. Além
disso, € importante ressaltar os resultados obtidos por Booth em sua pesquisa e as
hipdteses apontadas por SESM' comprovados pelo projeto da CSMS® graduando
dentro da estrutura de duas hipoteses: 1) Os erros observados dependem das
criangas (em parte) sobre a interpretagcdo das letras envolvidas; 2) O erro pode
também aumentar em conseqiiéncia das produgbes que as criangas usam para

resolverem aritmeticamente problemas de tipos similares.(BOOTH, 1984, p.6)

Apods o levantamento das hipéteses, o pesquisador terminou suas analises a
respeito dos resultados obtidos nesta tabela, levando-o0 a seguinte conclusdo sobre

os erros conforme apresentamos a seguir:

1) O Erro pode surgir como o resultado de maneira como a crianga vé as
letras na algebra e as de particular importancia dentro destas

consideragdes sdo as seguintes:

a) que existe uma confusao entre letra o representando numero e letra
representando objeto, a ultima ocorrendo mais frequentemente em

exemplos abstratos do tipo 5x + 8y;

b) que letra como numero é frequentemente construido como letra como
numero especifico, de maneira que a possibilidade da letra assumir

uma série de valores nao é tomada em consideracao, acoplada com a

'Y SESM - Estratégias e Erros na Matematica Secundaria.
20 CSMS - Concepcdes na Matematica e Ciéncias Secundaria.
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idéia de que “a mesma letra corresponda o0 mesmo numero, e que letra

diferente representa numero diferente”.

2) O Erro pode surgir como o resultado de concepgdes alternativas dos
métodos apropriados e/ou a necessidade e ou habilidade para formalizar e
simbolizar esse método e que este pode ser composto por varios

aspectos:

a) o uso de métodos corretos, mas mais primitivos os quais nao levam

facilmente a representagao algébrica .

b) ndo reconhecimento do modelo operacional formalizado no caso

aritmético, e

Cc) a ma vontade para apresentar uma expressao algébrica do método,

como uma resposta.

3) O Erro pode surgir com o resultado confuso sobre a notagao e convengao

algébrica, particularmente com respeito a:
a) associando a adigao algébrica, e ou a multiplicagéo

b) a necessidade do uso dos parénteses para especificar a ordem das

operacoes.

Percebe-se através dos resultados das hipoteses levantadas por Booth que, a
maioria dos erros ocorridos na Algebra sdo freqiientes em todos os trabalhos de
pesquisas, e que sao fundamentais para que busquemos novas alternativas para o

ensino aprendizagem da Algebra.
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Para Booth (1988), uma das maiores diferencas entre a Aritmética e Algebra
reside na utilizacdo de letras como indicadores de valores. As letras também
aparecem em Aritmética, mas, de modo diferente. A letra m, por exemplo, pode ser
utilizada com simbolo de representacdo do “metro”, mas nao para representar o

nimero de metros, como em Algebra.

Booth (1988) também aponta que os alunos tém uma forte tendéncia em
considerar as letras como representacao de valores especificos unicos, como em “x
+ 3 = 8", e ndo numeros genéricos ou variaveis como um “x +y =y + x”. Na
Aritmética, os simbolos que representam quantidades significam, sempre, valores

Unicos.

Os diferentes usos das letras podem acarretar numa “falta de referencial

numérico”, por parte do aluno, na interpretacdo do significado das letras em Algebra.

A discriminacao realizada entre as diversas maneiras pelas quais as letras
podem ser usadas na Algebra, pode representar dificuldades para os alunos.
Constatadas através dos estudos de Kuchemann?' (1981), e comprovados por

diversos pesquisadores como: Kieran (1992), Booth (1984), entre outros.

Depois de apresentarmos e discutirmos os principais erros que os alunos
cometem na Algebra, destacando dois pontos importantes para que possamos
compreender as causas destes erros, durante o processo de aprendizagem dos

dominios matematica.

A pesquisa de Kuchemann (1981) esta relatada no capitulo 1, juntamente com a fundamentagéo
tedrica.
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4.2 Abordagem dos Erros na Aprendizagem da Matematica na Comunidade

Cientifica

Inicialmente mostraremos como os erros cometidos pelos alunos séo
considerados dificuldades na matematica perante a comunidade cientifica através

dos estudos de Rico (1994) em seu artigo “Erros na aprendizagem de Matematica”.

Neste artigo o pesquisador faz referéncias aos trabalhos de Popper (1979),
através do levantamento da questao a respeito dos erros “Como podemos detectar e
eliminar o erro?”, levando os pesquisadores a refletirem sobre o assunto, utilizando o
racionalismo critico. Além disso, através dos estudos de algumas proposicoes,
Popper nos mostra que o erro pode ser util para a construgcdo do conhecimento

conforme apresentados a seguir:

7. Ndo ha nenhum critério que permita reconhecer a verdade. Mas se
possuimos critérios que, com sorte, permitem conhecer o erro e o engano. A
clareza e distingdo nado séo critérios do verdadeiro,mas o obscuro e a
confusdo indicam o erro.Analogamente,a coeréncia ndo basta para
estabelecer a verdade mas a incoeréncia e a inconsisténcia permitem
estabelecer o engano. (POPPER apud RICO, 1994, p.72)

A reflexdo de Popper refere-se ao conhecimento geral e de um modo mais
explicito ao conhecimento na ciéncia experimental, no que seriam necessarias
algumas combinagbes de referéncias matematicas. Ha algumas conclusdes
importantes a serem destacadas. Em primeiro lugar, distinguir que ndo ha origem
mais recente do conhecimento, admitindo que todo conhecimento € humano, que

esta mesclado com nossos erros e N0sSsos prejuizos.

Isso nos leva a admitir que o erro faz parte constituinte de nossa aquisicdo de

conhecimento. (RICO, 1994, p.73). As organizagdes insuficientes ou claramente
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deficientes, as hipoteses tentativas, os pensamentos incompletos sao parte legitima

de nosso acesso ao conhecimento, construindo parte do nosso modo de conhecer.

A idéia citada anteriormente, complementaria que a presenca do erro é a
necessidade de um exercicio constante da critica, submetendo a prova nossos

conhecimentos e aproximando-se do correto.

Outro autor apresentado por Rico é Bachelard (1978), o qual discute o erro
como um obstaculo epistemoldgico. Bachelard (1978) constrdi a nogao de obstaculo
epistemoldgico, como explicagao para essa aparigao inevitavel dos erros que temos
visto, constituindo parte importante do nosso avangco no conhecimento. Assim,

apresentamos alguns trechos do inicio da obra “A formagéo do espirito cientifico”:

Quando se investigam as condi¢bes psicolégicas do progresso da ciéncia
ha que estabelecer o problema do conhecimento cientifico em termos dos
obstaculos; em seguida igual a conhecer,intimamente, aonde aparecem,
pois uma espécie de necessidade funcional, as perturbacées e confusbes; é
ai onde mostraremos as causas de estancamento e até de retrocesso; é ai,
onde discernimos causas de inércia que chamaremos de obstaculos
epistemoldgicos.

O conhecimento do real é uma luz, que sempre projeta alguma sombra,
Jjamais é imediata e plena. Ao retornar ao passado de erros, se encontra a
verdade. Em efeito, se conhece o oposto de um conhecimento anterior,
destruindo conhecimentos mal adquiridos ou superando aquele que,no
espirito mesmo, obstaculiza. (BACHELARD apud RICO, 1994, p.73)

Analisando os trechos acima, temos uma no¢ao de como Bachelard relaciona
o erro com o obstaculo epistemoldgico no estudo cientifico. Além disso, o
pesquisador baseado na nocdo de obstaculos epistemoldgico definido por
Brousseau na Didatica da Matematica, realiza uma aproximacao sistematica dos
processos de criacdo e construcdo do conhecimento dentro da comunidade
cientifica,e ao mesmo tempo, os processos de transmissdo e assimilacdo do

conhecimento no sistema educativo, conforme apresentamos a seguir:
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Para o cientifico o conhecimento surge da ignoradncia, como a luz surge das
trevas. O cientifico ndo vé que a ignorédncia e uma trama de erros positivos,
tenazes, solidarios. Nao adverte que as trevas espirituais possuem uma
estrutura e que, nessas condigbes, toda experiéncia objetiva correta deve
sempre determinar a corregdo do erro subjetivo. Mas os erros nédo se
destroem um a um com facilidade. Estdo coordenados. O espirito cientifico
s6 pode ser construido destruindo o espirito nao cientifico. Muitas vezes, o
homem da ciéncia se confia uma pedagogia fracionada, enquanto que o
espirito cientifico deveria tender a uma reforma subjetiva total. Todo o
progresso real no pensamento cientifico necessita de converséo.
(BROUSSEAU apud RICO, 1994, p.74)

Percebemos que a nog¢ao de obstaculo epistemologico e as sucessivas
tipificagdes e caracterizagao da mesma, se tem utilizado como chave para estudos,
sistematizagbes, analises e explicagbes dos erros que se apresentam no

pensamento cientifico.

4.3 Investigagcao sobre os Erros

As reflexdes, sobre os estudos dos erros de aprendizagem de matematica
sao consideradas como parte normal do processo de ensino e aprendizagem,

segundo os aspectos apontados por Brousseau, Davis e Werner (1986):

Observacgées feitas em sala de aula expostas em publico:

Os estudantes pensam freqlentemente a cerca de suas tarefas
matematicas de um modo original, bastante diferente do que esperam seus
professores”

Quando esta via de pensamento original se mostra inesperadamente Util,
admiramos seu poder e decidimos que o estudante ha de ter uma
compreensdo em desuso; no entanto quando, pelo contrario, este modo
pessoal de pensamento omite algo que é essencial, dizemos que o
estudante tinha cometido um erro. De fato. ambos 0s casos temos muito em
comum, em particular o dado de que as idéias na mente do aluno ndo sgo
as que o professor espera. (BROUSSEAU, DAVIS e WERNER apud RICO,
1994, p.82)
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Na pedagogia atual existe uma dimensdo importante que considera os
processos de ensino-aprendizagem como um processo de comunicagao, entretanto
esta comunicacado deve fluir em ambas as dire¢des: desde os estudantes para o
professor e igualmente do professor para os alunos. Neste ponto de vista, notamos a
importancia do contrato didatico que citamos no capitulo 1 tépico 1.4.5 desta

pesquisa.

Cabe destacar, que o trabalho principal do professor consiste em dirigir e
guiar o desenvolvimento das idéias nas mentes dos alunos, € importante para o
professor conhecer o que os seus alunos estdo pensando, e nao limita-se a fazer
suposi¢cdes sobre essas idéias. Em relagdo as observagdes citadas no trecho acima,
Brousseau, Davis e Werner (1986), descrevem algumas das surpresas observadas

pelos professores em sua pesquisa, como mostramos a seguir:

1) Se torna evidente rapidamente que os erros dos alunos sdo, com
freqliéncia, o resultado de um procedimento sisteméatico que tem alguma
imperfeicdo; no entanto o procedimento imperfeito utilizado pelo aluno de
modo consistente e com confianga. Nestes casos, 0s erros mostram um
padréo consistente.

2) Os alunos tém com freqiiéncia grandes concepg¢des inadequadas
(“misconcepgdes”) a cerca dos aspectos fundamentais da matematica.

3) Quando é possivel observar os alunos e também trocar informag&o com
seus professores usuais,se vé que os alunos empregam com freqiiéncia
procedimentos imperfeitos e tem concepg¢des inadequadas que ndo sdo
reconhecidas pelos professores.

4) Também se torna evidente que os alunos sdo com freqliéncia mais
inteligentes para inventar seus proéprios métodos originais do que deles se
espera. Incluindo quando o método tenha sido mostrado pelo professor, o
aluno pode desenvolver o seu proprio método original, chegando até a
ignorar o método do professor. (BROUSSEAU, DAVIS e WENER apud
RICO, 1994, pp.82-3)

Ao estudar os erros, de acordo com as dificuldades encontradas pelos alunos,
deve-se reconhecer que os erros também sdo fungdo de outras variaveis do
processo educativo tais como: o professor, o curriculo, o contexto social na qual a

escola esta envolvida, o meio cultural e suas relagdes com as possiveis variaveis.
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Os erros na aprendizagem da matematica sdo em nossas consideragdes, o

resultado de um processo muito complexo.

Para compreender as variaveis que levaram ao estudo dos erros apontados
no paragrafo anterior, recorremos aos estudos de Radatz (1979) e na necessidade

de um marco tedrico da explicitacao:

1. Em desacordo e descrenca tanto a respeito dos testes com relagdo a norma
como com os testes com relagdo ao critério para medir os ganhos na
matematica tem aumenta a aten¢do pelos aspectos diagndsticos de ensino.

2. As reformas sucessivas do curriculo de matematica provavelmente ndo tém
conduzido a novos erros e dificuldades, pois como seguridade tém surgido
novos erros, devido aos contetidos especificos.

3. A individualizagéo e diferenciagcdo da instrugdo matematica requerio, como
posteriormente a socializagdo e as relagbes de comunicagédo em aula. De uma
grande destreza no diagnostico de dificuldades especificas;, os professores
necessitam de modelos de atuagdo para diagnosticar o ensino que nos
aspectos do contetido matematico estao integrados com a ajuda da psicologia
educativa e a psicologia social. (RADATZ apud RICO, 1994, pp.83-4)

Por meio, dos relatos citados acima pelo pesquisador, compreende-se melhor
quais sao as variaveis que ocasionam os erros nos alunos. Dessa forma, mostramos
mais detalhadamente algumas das principais caracteristicas gerais dos erros

cometidos pelos alunos:

= Os erros sdo surpreendentes. Com freqliéncia os erros cometidos pelos
alunos surgem de maneira surpreendente, ja que pelo geral se tem
mantido ocultos para o professor durante algum tempo.

= Os erros sdo muitas vezes persistentes, devido a que podem refletir o
conhecimento dos alunos sobre o conceito do uso particular de regras
nemotécnicas. S&o resistentes a trocar por si mesmo ja que a corre¢ao
dos erros podem necessitar de uma reorganizacdo fundamental do
conhecimento dos alunos.

= Os erros podem ser bem sistematicos ou por azar. Os primeiros sdo mais
freqlientes e, pelo geral, mais efetivo para revelar os processos mentais
subjacentes, que o estudante considera e utiliza como correto. Os erros
por azar refletem falta de cuidado y lapso ocasionais, e tem relativamente
pouca importancia.

= Os erros ignoram o significado; deste modo, respostas que s&o
obviamente incorretas, ndo se pbéem em questdo. Os alunos que
cometem um erro ndo consideram o significado dos simbolos e conceitos
com os que trabalham. (MULHERN G apud RICO, 1994, p.84)
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Além destes erros apontados pelo autor, ndo podemos desconsiderar as
capacidades dos estudantes como tdo pouco esquecer dos comentarios sobre os
erros de Brousseau, Davis e Werner mostrando as quatro vias nas quais os erros

podem ser apresentados:

1. Os erros séo as vezes resultado de grandes concep¢des inadequadas a
cerca de aspectos fundamentais da matematica.

2. Freqliientemente os erros se apresentam como resultado da aplicagdo
correta e crédula de um procedimento imperfeito sistematizado, que pode
identificar com facilidade pelo professor.

3. Também os erros podem se apresentar quando o aluno utiliza
procedimentos imperfeitos e possui concepgbes inadequadas que ndo sdo
reconhecidas pelo professor.

4. Os alunos com freqiiéncia inventam seus proprios métodos, ndo formais
porém altamente originais, para realizacdo de tarefas que séo a eles
propostas e na resolugdo de problemas. (BROUSSEAU, DAVIS e WERNER
apud RICO, 1994, p.85)

Desta forma os relatos dos pesquisadores apontam que estudar e analisar os
erros cometidos pelos alunos vem emergido recentemente como uma grande linha
de estudos e pesquisa da Educagdao Matematica, com implicagcdes consideraveis

para os pesquisadores de nossa area.

Para finalizar este capitulo, discutiremos outros aspectos enfrentados pelos
professores no sistema de ensino aprendizagem dos alunos, procurando

compreender estes erros na aprendizagem escolar.

4.4 A produgao dos Erros na aprendizagem escolar de Matematica

Atualmente, a anadlise de erros como forma de investigacdo dos problemas
relacionados ao ensino e aprendizagem escolar de matematica, tem contribuido de

forma significativa para compreender a natureza dos erros produzidos. Na realidade,
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muito recentemente os erros deixaram de ser vistos como algo negativo a ser

evitado a todo custo.

A concepcéao do erro sofreu alteragbes a partir da mudanga de paradigma
ocorrido na segunda metade do século passado, quando o referencial
epistemoldgico, tanto do ponto de vista da construgédo do conhecimento cientifico,
quanto da construgdo do conhecimento pelo sujeito. A crenga na existéncia de uma
verdade absoluta, baseada no poder da razdo ou advinda da observacido de fatos
empiricos, foi colocada em xeque por varios autores, entre os quais se destacam
Popper (1980) e Bachelard (1967) e substituida por uma concepgao relativista de

ciéncia em que o conhecimento ndo € absoluto, mas sempre incompleto.

Além disso, outros pesquisadores também ja evidenciavam este tipo de

discussao ressaltando algumas discussodes a respeito do assunto sobre erros.

A partir da comparagao de dois paradigmas, o do tratamento dogmatico e do
tratamento cientifico das informacgdes, Favre (1995) apontou alguns reflexos sobre as

atitudes cognitivas frente ao erro, resumindo-as no seguinte quadro:(vide tabela 6)

Tabela 6. Concepgdes do Erro abordados na pesquisa de Favre.

Tratamento dogmatico das informagées Tratamento cientifico das informagodes

Enunciado com formulagao implicita Formulacao explicita dos enunciados

Erro pode ser mascarado Erro pode ser exposto

Afirmagdes dogmaticas/ pré-juizos Hipoteses/construgdo de modelos
provisorios e aproximativos

Erro deve ser excluido Erro esta potencialmente presente

Fabricagao de sistematicas/ Busca de contra-evidéncias

reforcamento de dogmas
Erro indica validade dos modelos
Erro é evitado

Atitude projetiva baseada na objetividade Atitude reflexiva, incorpora e reflete sobre
pura a subjetividade

Erro é sinal de informagao incompleta,
Erro é visto como falta portanto, geradora de questionamentos

Fonte: Pesquisa de Favre (1995)
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Paralelamente, no que se refere a construgdo do conhecimento pelo sujeito, a
abordagem psicogenética do desenvolvimento e da aprendizagem proposta por
Piaget (1974, 1976), analisa o erro como expressao do processo de adaptagao, ou
seja, da tentativa de assimilagdo da realidade pelos esquemas de ac&do. Nesse
sentido os erros ndo sado casuais, mas constitutivos do mecanismo funcional do
processo de construcdo do conhecimento. Essa abordagem tem sido aplicada a
aprendizagem de conteudos escolares de matematica por varios autores. Brousseau
(1983) aponta varios obstaculos que podem interferir na aprendizagem de conceitos
matematicos. Para o autor os erros podem revelar certas concepgdes dos alunos em
relacdo a um determinado conhecimento que, por serem muito estruturadas
constituem um obstaculo de carater epistemoldgico, conforme denominou Bachelard
(1967). Os erros podem ainda advir de outros obstaculos relativos a forma de
ensinar ou de estabelecer o contrato didatico, tanto quanto das limitagdes que o

desenvolvimento do aluno pode apresentar.

A teoria dos campos conceituais (Vergnaud, 1990) mostra também que a
aprendizagem de conceitos ndo é pontual, mas depende de desenvolvimento. Os
esquemas, como organizadores invariantes da agao se constroem na medida em
que se enfrentam situagbes problema, se abstraem e se incorporam as regras de
acao para as diferentes classes de situagcdes. Os erros resultam nesse caso da
extensdo dos esquemas a uma classe de situacdes nao pertinente, quer porque o
esquema se aplica a uma classe muito ampla, produzindo generalizagbes abusivas,
quer porque se limita a situacdes muito especificas. Em qualquer dos casos, o erro
nao é casuistico, mas indicador do mecanismo proprio de construcdo dos esquemas
que se constituem e ganham significado quando se enfrenta novas situagdes no

meio.
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Dessa maneira, o erro tem sido considerado como um aspecto constitutivo do
processo de aquisicao e consolidagcdao do conhecimento, tanto no caso da ciéncia
como do sujeito.Tal qual um termdémetro, os erros produzidos pelas criangas ao
aprenderem matematica devem ser encarados como indicadores da atuacdo dos
processos subjacentes a construgdo de um conceito e das variaveis que influenciam
externamente esses processos, sobretudo aquelas ligadas ao processo de ensino e
aprendizagem (Charnay, 1992). Para entender os erros mais freqlentes no processo
de ensino e aprendizagem escolar € necessario investigar a natureza e a produgéao
de conceitos de um dado campo de investigagdo, no caso a matematica,

explicitando as principais dificuldades associadas a construcdo dos mesmos.

Depois de apresentarmos e discutirmos os erros dos alunos na aprendizagem
da matematica, através das pesquisas realizadas na comunidade cientifica,
passaremos a destacar alguns aspectos citados anteriormente. Pretendemos
estudar e verificar se esses erros ainda continuam ocorrendo durante o processo de
ensino e aprendizagem dos alunos, tais como: os erros de concatenagao, apontados
na pesquisa de Matz (1980); os erros registrados nas pesquisas de Booth
(1984,1988), apresentados neste capitulo, por meio da tabela 1; os erros
averiguados por Kuchemann (1981), referentes a representacdo da éarea de
retdngulos, e os erros estudados e questionados por Kieran (1989), durante o ensino
e aprendizagem da algebra, através das analises dos resultados obtidos durante a
execugao dos processos estruturais (algébricos) e dos processos processuais
(aritméticos). Além disso, observaremos se o0s alunos sabem aplicar as propriedades
formais, tais como a propriedade distributiva, que sera utilizada durante o

desenvolvimento de algumas de nossas atividades.
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Para finalizar este capitulo referente aos erros e dificuldades dos alunos no
sistema de aprendizagem do Campo da Algebra, destacamos as nocdes das
expressodes algébricas e numéricas. Esperamos, que estes tépicos tenham tornado-
se claros para o leitor, mostrando ao professor os diversos resultados obtidos nas
pesquisas realizadas no campo cientifico e os varios caminhos que temos que
investigar para compreender os erros e as dificuldades enfrentadas pelos alunos,

buscando novas alternativas para corrigi-los.
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CAPITULO 5. A PESQUISA: O PLANO EM AGAO

5.1 Introducgao

Neste capitulo, apresentamos a sequéncia didatica do nosso projeto de
pesquisa, os objetivos e processos de desenvolvimento das atividades (analise a
priori), a aplicagcdo da sequéncia e a analise de resultados de algumas das

atividades selecionadas (analise a posterior).

A nossa sequéncia didatica foi aplicada para os alunos da 72 série do Ensino
Fundamental, com o objetivo de propor um processo de ensino e aprendizagem que
torne o conceito de expressao algébrica mais significativo para os alunos, e que seja
capaz de amenizar os erros cometidos em Algebra. Dessa forma, propomos uma
sequéncia didatica composta por 12 atividades, que apresentaremos no final deste

capitulo.

Iniciamos este capitulo, apresentando um quadro sintetizado das 12

atividades que compdem nossa sequéncia didatica.

5.2 Quadro sintetizado das atividades da Seqiiéncia Didatica

Para iniciar este capitulo, apresentamos o quadro resumido das 12 atividades

da nossa sequéncia didatica.



Tabela 7. Sintese das atividades da Sequéncia Didatica.
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Atividades Titulo Objetivo Proposta
1 Medida de Reconhecer a forma geométrica | Medir uma carteira
Superficie e a nogao de area (utilizando retangular utilizando
unidades de medidas nao unidades nao
padronizadas). padronizadas.

2 Variagao de area | Mostrar que existem areas Construir retdngulos,
diferentes, mantendo uma das que conservam a
variaveis constantes. mesma altura.

3 Area Constante | Mostrar que podemos obter Construir retangulos
diferentes retangulos que mantendo a mesma
conservam a mesma area. area.

4 Diferenciando Reconhecer figuras com Construir retangulos

Area de Perimetro | perimetros iguais e areas utilizando perimetro
diferentes. Evidenciar as constante. Determinar
diferencas existentes entre as o valor da area dos
duas nogoes, através da retangulos, e observar
discussao sobre as unidades de | que figuras com
medidas, a diferenciagcéo entre | perimetros constantes
unidimensional e bidimensional. | possuem areas

diferentes e que as
férmulas para
determinar perimetro e
area sao diferentes

5 Trabalhando com Most.ra.r que um segmento pode At|V|d’a.de prmmpal.

N ser dividido em n partes. Exercicio 1: Escrever
Variaveis Apresentar a nogdo de variavel. |uma expressao
Trabalhar com a Linguagem algébrica, que
algébrica, diferenciando a ex- determine o
pressao: 2x de x?, entre outros comprimento do
erros de interpretacao dos segmento.
alunos. Transformagéo algébrica | Exercicio 2: Calcular os
em numérica. valores numéricos das
expressodes algébricas
dadas.
Exercicio 3: Escrever
as sentencas
algébricas pedidas.
6 Decomposi¢ao da | Mostrar que, uma figura plana Atividade: Determinar a

Cruze
Equivaléncia de
Area

pode ser decomposta em partes
utilizando outros poligonos
regulares (retangulos,
quadrados, triangulos).
Determinar a medida da area da
figura através de dois modos
diferentes: Somatoria das
medidas das areas parciais e
pela férmula genérica da area
(A= b.h).

Equivaléncia entre areas.
(Equicomposicao)

area da figura
utilizando o processo
de decomposigao.
Escrever as
expressdes que
representam o calculo
da area.

Atividade
Complementar: Jogo
do Desafio. Construgao
de figuras de areas
equivalentes
(Equicomposicao).
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Atividades Titulo Objetivo Proposta
7 Propriedade Aplicar a propriedade distributiva | Construir os retangulos
Distributiva: na construcao das expressoes pedidos utilizando as
Construindo numeéricas levando as pecas dadas.
Retangulos expressodes algébricas do tipo: a | Determinar as
. (b+c); Determinar a medida da | expressdes que
area das figuras formadas determinam a area das
utilizando esta propriedade. figuras.
Utilizar o processo de
composicao de novas figuras.

8 Jogo dos Cartées | Compor e decompor as figuras | Atividade: Determine
planas irregulares em retangulos | as areas das figuras
e quadrados, para determinar recebidas em seus
sua medida de area. cartdes.

Determinar a area da
figura formada pela
unido das duas figuras
irregulares.

Escrever as
expressdes
correspondentes ao
calculo da area das
figuras.

Atividade
complementar:
Exercicios utilizando
poligonos, e aplicagao
da propriedade
distributiva.

9 Pentaminés Compor e decompor retadngulos | Construir retadngulos
utilizando as pecas do utilizando as
pentamind. Evidenciar a quantidades de
expressdo algébrica do tipo: n.k, | pentaminés pedida.
onde k é constante (k=5, no Calcular a area da figura
caso dado, pois, a area do formada.
pentaminé é 5). Para o calculo | Escrever as expressfes
das areas das figuras. Estender | que determinam a area
esta férmula para outros tipos da figura.
de pegas como hexaminos,
heptaminds (6n,7n).

10 Construcgao da Trabalhar com composicao e Atividade: Construir uma

Cruz

decomposicao de poligonos,
decompondo um poligono em
partes, usando poligonos
conhecidos (quadrados e
retangulos).

Verificar se a area do retangulo
se conserva, pela decomposigao
e composic¢ao. Construir
expressodes algébricas
equivalentes para a
determinacao da area da figura.
Aplicacao da propriedade
distributiva.

Cruz em um retangulo
obedecendo as medidas
adotadas paraxey.
Calcular a area da Cruz
e escrever sua
expressao algébrica.
Determinar a area do
retangulo que contém a
Cruz.
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Atividades Titulo Objetivo Proposta
1 Produto Notavel |Mostrar que a expressao (a+b)?, | Atividade:
pode ser representada pela Decomponha o
expressao a? +2ab + b2, por quadrado recebido,
meio do processo de dividindo um dos lados
decomposigao de figuras. do quadrado. Em
Apresentar a equivaléncia entre | seguida seguindo as
as expressodes algébricas por orientagdes do
meio do calculo das areas professor e
parciais das figuras, e depois decompondo a figura
pela soma destas, chegando a | em quatro figuras
expressao equivalente. diferentes. (dois
Demonstrar o produto notavel quadrados e dois
através da férmula geral da retdngulos)
area.(A= b.h). Determinar as
expressdes para as
areas das figuras e
para a area da figura
maior. Comparar as
expressdes das areas.
12 Equivaléncia de | Verificar os conhecimentos Atividade 1: Determinar
expressoes adquiridos pelos alunos no as trés expressoes
decorrer das atividades equivalentes para cada
anteriores. uma das figuras dadas.
Utilizar o processo de
decomposigédo e composigao de
figuras, determinar as
expressodes algébricas das
areas parciais, para chegar a
expressao da figura total.
Aplicacao da férmula genérica
da area (A= b.h).Verificar a
equivaléncia entre as
expressodes através do calculo
numeérico.

Para que a sequéncia de atividades obtenha bons resultados, adotamos
alguns requisitos que deverao estar presentes durante a execugao das atividades. A

sequir, discutiremos as nossas escolhas didaticas para as atividades.

Em nossas atividades, optamos em trabalhar com os seguintes conjuntos
numéricos: os naturais, os inteiros positivos e os racionais positivos. Os conjuntos
dos numeros naturais e dos numeros inteiros serao utilizados para calcular as areas
pedidas, excluimos os numeros negativos, pois, ndo existem areas negativas. O

conjunto dos numeros racionais sera utilizado para ampliar o conhecimento do aluno
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quando levantarmos as hipoteses de uma das grandezas ser medida com os
nameros racionais ou seja, 1/2, 3/4, 1/3, etc. Outra escolha adotada, foram as
unidades de medidas a serem utilizadas durante a aplicacdo das atividades; na
maioria delas estaremos utilizando as unidades padronizadas (adotando o
centimetro e o metro) e em outras unidades n&o padronizadas (retadngulos e
quadrados). Escolhemos trabalhar com estas unidades de medidas para determinar
a area das figuras, por estarem presentes no cotidiano do aluno e fazerem parte dos
seus conhecimentos implicitos e explicitos para a resolugdo dos problemas

matematicos propostos.

Como escolhemos utilizar conceitos geométricos para construir a nogao de
expressao algébrica e elegemos como ferramenta principal de construgcéo de nossas
atividades o conceito de area, adotamos algumas definicbes e sinbnimos a serem
utilizados na linguagem matematica durante as atividades, dos quais colocamos em
evidéncia neste momento: a) Base da figura : sera sinbnimo para o comprimento da
figura; b) Altura da figura: sera o sinénimo para definir largura; c) Area: como medida
de superficie, € o produto entre a base e a altura, além disso, discutiremos este
conceito como uma grandeza, segundo os pontos de vistas de Douady & Perrin-

Glorian (1989), e Baltar (2000).

Em todas as discussdes dos resultados das atividades, o professor ira utilizar
como recurso 0s seguintes instrumentos: construgbes de painéis coletando as
diferentes respostas apresentadas pela classe; o levantamento de hipoteses para
despertar a curiosidade do aluno e desenvolver o seu raciocinio buscando a
resposta, provocar o aluno para dar contra-exemplos para as situagdes propostas,

analisando os dois lados da situacao proposta.
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Depois de levantarmos e apontarmos os objetivos e os principais aspectos
para que esta sequéncia se desenvolva, apresentamos o0s objetivos gerais e

especificos das atividades.

5.3 Objetivos Gerais e Especificos das Atividades

Nesta etapa, apresentamos os objetivos gerais das atividades e na sequéncia

didatica os objetivos especificos que acompanham cada atividade proposta.

5.3.1 Objetivos Gerais das Atividades

1- Relacionar o campo numérico com o campo geométrico, por meio das

medidas representadas com numero racionais positivos;

2- Estimular as estratégias de raciocinio do aluno levando a construir os
diversos caminhos utilizando varios instrumentos para chegar na solugao

do problema proposto;

3- Propor a utilizacdo dos recursos de composicao e decomposicdo de
figuras, como forma de aprendizagem e elaboragdo da solugédo do

problema;

4- Fazer perceber que a area pode ser considerada uma relagao entre duas

grandezas;
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5- Compreender area de um poligono como uma grandeza bidimensional,
que se conserva por meio de composicdo e decomposicdo em um

conjunto de partes;

6- Concluir que a relagado de proporcionalidade entre a variagao da area, e

uma das dimensoes mantendo-se a outra fixa;

7- A partir da compreensao do aluno da relacdo existente entre as duas
dimensbes como o conceito de area, que ele seja capaz de produzir
expressdes algébricas pela generalizagdo das relagbes estabelecidas
entre os conceitos geométricos envolvidos nos problemas referentes a

area e perimetro de poligonos;

8- Trabalhar a equivaléncia entre as expressdes algébricas por meio de

comparagoes entre as areas das figuras e suas expressoes.

Nos objetivos apresentados acima, encontramos presente a teoria da
Dialética Ferramenta-Objeto, que deve permitir aos alunos mobilizarem-se, nas
diferentes atividades propostas, seus conhecimentos antigos, tais como: reconhecer
figuras planas, o processo de composi¢cao e decomposig¢ao de figuras, conceito de
area, unidades de medidas, razdo e proporgdo entre grandezas, conjuntos

numéricos, equivaléncia entre areas, entre outros.

As atividades propostas envolvem varios quadros (numérico, geomeétrico,
algébrico, entre outros), requerendo que os alunos passem de um quadro ao outro
no momento de resolucédo das situagdes propostas, podendo por exemplo, perceber
a conexao entre os varios campos do conhecimento: como a passagem do quadro

numérico para o geométrico, através da representagdo das dimensdes das figuras;
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reconhecimento das figuras e, em seguida, passar para o quadro algébrico;
passagem do quadro algébrico para o numérico, através da variagao das dimensoes
e calculo de area; construir expressdes algébricas a partir da representagcéo
geométrica como, por exemplo, a determinagdo da medida de comprimento de um
fio, a determinagdo da area de uma figura plana, levando o aluno a generalizacgéo,

entre outros exemplos.

Notamos que a Dialética Ferramenta-Objeto e o Jogo de Quadros, contribuem
no processo de ensino-aprendizagem do aluno na area da Algebra, pois, solicitando
aos alunos a utilizacao de ferramentas de diferentes campos da matematica para a
construgcdo de um novo conhecimento, por meio da mobilizacdo de conhecimentos
anteriores que, dessa maneira, age como um instrumento de construcédo e

compreensao de um determinado conhecimento matematico.

Apds termos apresentados, alguns os objetivos gerais das atividades que
compde nossa sequéncia didatica, passamos a apresentar as 12 atividades da
sequéncia do projeto e seus objetivos especificos e seus processos de

desenvolvimento (analise a priori).

5.4 Atividades da Sequéncia Didatica

5.4.1 Introducgao

Nesta etapa do projeto, apresentamos os requisitos que os alunos deverao

dominar para que possam ser aplicados na resolucao das atividades que compdem
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a sequéncia didatica. Estes requisitos das atividades foram baseados nos resultados

obtidos com a aplicagao do pré-teste realizado com o grupo a ser estudado.

O pré-teste aplicado neste grupo encontra-se na parte dos anexos deste
projeto, o qual consistiu em cinco questdes abordando o reconhecimento das figuras
planas, reconhecimento de formas geométricas, conhecimento dos conceitos de
perimetro e area, calculo do perimetro e area das figuras pedidas e diferenciagao
entre os conceitos, utilizagdo de unidades de medidas tais como: m (metro), cm
(centimetro), m? e cm?. Os resultados obtidos neste teste, foram razoaveis 70% dos
alunos conseguiram responder as situagdes propostas, e 30% apresentaram um
pouco mais de dificuldades. Notamos que a maior dificuldade dos alunos foi
diferenciar os conceitos entre perimetro e area, confirmando os resultados obtidos

nas pesquisas de Douady (1989) e Baltar (2000).

Quando elaboramos as atividades desta sequéncia, procuramos selecionar os
pré-requisitos necessarios que a turma da 72 série do ensino fundamental deve
dominar afim de que o desenvolvimento da sequéncia didatica atinja os objetivos

propostos. A seguir, apresentamos estes pré-requisitos.
Os alunos deveréao possuir os seguintes pré-requisitos (nogoes):
1) Reconhecer as figuras geométricas planas;

2) ldentificar as diversas unidades de medidas, tais como: centimetro e

metro;

3) Dominar as cinco operagdes matematicas (adi¢do, subtragado, multiplicagao,

divisao e potenciagao);

4) Conhecer como se calcula as areas das diferentes figuras planas: area de

quadrados, area de retangulos e area de triangulos, entre outros.
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5) Conhecer os conjuntos numéricos a serem trabalhados; (Conjuntos dos

Naturais, Inteiros e Racionais).

6) Conhecer a linguagem matematica, como as expressoes; base e altura,
como sindbnimos de comprimento e largura. (Em nossas atividades

adotamos a linguagem de base (comprimento) e altura (largura)).
7) Saber utilizar o processo de decomposigao de figuras;

8) Reconhecer o significado da equivaléncia entre areas e equivaléncia entre

as expressoes algébricas;

9) Identificar e saber aplicar as propriedades aritméticas, destacando-se a

propriedade distributiva;

10) Diferenciar a nogao de area da nogao de perimetro.

Considerando estas nocbées como ferramentas esséncias para o
desenvolvimento de nossa sequéncia de atividades, elaboramos um quadro sinético
das atividades que apresentamos no inicio deste capitulo. Dando sequéncia a este

capitulo, apresentamos as 12 atividades que compdem a sequéncia.

5.4.2 Apresentacao das atividades da Sequéncia Didatica

As atividades sao apresentadas da seguinte forma: A atividade proposta, o
material para a atividade, e a descricdo do processo de desenvolvimento. Optamos
por este modelo, pois acreditamos que deste modo o leitor compreenda melhor o

desenvolvimento de cada atividade, entendendo assim, a nossa sequéncia didatica.
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Em seguida, apresentamos as 12 atividades que compde a sequéncia

didatica do projeto de pesquisa.

5.4.2.1 Atividade 1: Medida de Superficie

Atividade: Com o Kit que o grupo recebeu, execute as seguintes tarefas:

1) Recubra a superficie da carteira utilizando as pegas do jogo que vocé
recebeu;
2) Registre a quantidade de pecas que serdo necessarias para recobrir a

carteira;
3) Ao finalizar o registro da medida da carteira, compare o resultado obtido

com os resultados dos outros grupos.

Escreva suas respostas no espaco abaixo.
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A) Material: Kits formados por retdngulos de dimensdes diferentes (5 x10 cm) e (3 x

5 cm), e quadrados (5 x 5 cm).

B) Objetivo: 1. Diferenciar area de superficie

2. Entender superficie como um conceito geométrico e a

necessidade de expressar a area como grandeza.

C) Desenvolvimento da Atividade:

Os alunos sao organizados em grupos de 4 a 5 alunos. Cada grupo recebe

um kit com um determinado ndmero de unidades.

Eles deverdo recobrir uma carteira retangular utilizando as unidades

recebidas. Ao final, cada grupo registra o resultado encontrado.

O professor fara um painel registrando os resultados de cada grupo e propora
a discussao dos diferentes resultados conseguidos. Langando a seguinte questao:
Como podemos explicar o fato de que os numeros de unidades foram diferentes

para cada grupo, sendo que o objeto (a carteira retangular) € o mesmo?

Por meio de questbes, procuraremos evidenciar que cada unidade
institucionaliza uma maneira diferente para medir a superficie de um mesmo objeto
(no caso de estudo a carteira retangular). Visando nesta atividade proporcionar

condicdes para que o aluno compreenda a diferenca entre superficie e area.
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5.4.2.2 Atividade 2 — Variagcdo da Area

Atividade: Execute as seguintes tarefas:
1- Construir retangulos, cuja altura seja 5 cm em uma malha quadriculada.
2- Apdés construir os retangulos na malha quadriculada, complete a uma

tabela com as medidas dos retangulos e calcule as areas destas figuras.

Base (b) (cm) Altura (h) (cm) Area (A) (cm?)
5

a0,

3- Compare os retangulos que vocés fizeram. Sao todos iguais?

4- Olhando a tabela a cima, como vocé calculou a area de cada retangulo?

5- Vocé encontrou algum retédngulo que tem area igual?

6- Sendo a area de um retangulo de altura 5 cm igual a 30 cm?, qual é a
medida da sua base ?

7- Se a base for 15 cm, qual é a sua area?

8- E se a area fosse 50 cm? qual € a medida da base?

9- Depois de vocé analisar a tabela acima, explique como podemos calcular
a area de qualquer retangulo que tem altura 5 cm ?

10- Olhando a coluna da base o que acontece com a area quando a medida
da base aumenta? E quando diminui? Como vocé pode representar esta
situacao?

Obs: Responda as questées na folha anexa.
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A) Material: Papel quadriculado

Régua de 40cm

B) Objetivo: 1. Verificar que a area do retangulo é o produto entre a base e a
altura;
2. Perceber a variacao de area, mantendo-se uma das grandezas
lineares constante, e variando a outra;
3. Constatar a relacédo de proporcionalidade entre a variacdo da area e

a variacao da base.

C) Desenvolvimento da atividade:

Os alunos sao divididos em duplas e recebem uma régua de 40 cm e duas
folhas quadriculadas em centimetros. (cada quadradinho sera considerado como

unidade de medida de superficie).

Os alunos deverao construir retangulos diferentes, conservando a altura da
figura em 5 cm. Apds os alunos finalizarem os desenhos na malha quadriculada,
utilizando medidas inteiras para a construgédo dos retangulos. Eles completardo uma
tabela na qual registrardo os valores numéricos das dimensdes das figuras e a

sequir calcular as areas das figuras.

Na etapa seguinte, cada dupla respondera as questdes formuladas e
analisara a variagao da area das figuras resultantes, quando a base aumenta, ou

quando diminui.
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As duplas escreverao o que eles perceberem ao compararem as areas com a
medida da base, depois o professor construira um painel para registrar os resultados
das duplas, discutindo-os. A partir da observagao da tabela devidamente explicitada,
e as formulacdes dos alunos, serdo ressaltadas a variagcdo de uma dimensao linear

€ a area, proporcionando ao aluno uma compreensao da nogao como variavel.
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5.4.2.3 Atividade 3 — Conservacio da Area, relacdo entre as duas dimensdes.

Atividade:
1. Construa alguns diferentes retangulos cuja area seja igual a 24 cm>.

2. Registre os resultados na tabela abaixo:

Base (b) (cm) Altura (h) (cm) Area (cm?)
24
24
24
24
24
24
24
24
24

Compare os valores da base e da altura, o que acontece com elas?
Se temos uma altura que vale 12cm, qual € o valor da base?
Vocé encontrou algum retdngulo com medidas iguais?

Como vocé encontrou os valores da base e da altura dos retangulos?

N o o kW

Vocé consegue escrever uma expressdo para encontrar os retangulos

com area igual a 24 cm??

Obs: Responda as questoes na folha anexa.
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A) Material: Papel quadriculado, papel sulfite, régua de 40 cm

Atividade: Em grupo de 4 a 5 alunos

B) Objetivos:

1- Favorecer o desenvolvimento de habilidades que possibilitem ao aluno

construir retangulos diferentes mantendo-se a area constante.

2- Atribuir diferentes valores a base e a altura, identificando seu campo de

variacao e as restricdes colocadas para a execucao da atividade.

3- Analisar a relagdo da area com a base e a altura, associando-as como
divisores do numero dado, no qual os divisores desse numero (o valor da

area dada) estarao restritos aos numeros naturais.

C) Desenvolvimento da atividade:

Os alunos serao divididos em grupos de 4 a 6 alunos, e receberao folhas

quadriculadas, papel sulfite € uma régua.

Os alunos desenhardao os possiveis retdangulos na malha quadriculada,
conservando a area previamente determinada. Depois, de registrar as figuras
através de desenhos, eles transcreverao as medidas de cada figura na tabela dada,
na qual observardo e comparardao as dimensdes das figuras construidas,

relacionando os valores encontrados com a area constante.
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ApoOs as analises das dimensdes, os alunos apresentardo os seus resultados
obtidos para a classe e o professor discutira os pontos comuns e diferentes

encontrados.

Ao final da atividade, os alunos devem perceber que as dimensdes podem ser
consideradas variaveis, que podemos ter figuras diferentes que tém a mesma area,

€ que a area é o produto das duas dimensodes.
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5.4.2.4 Atividade 4 — Diferenciando Perimetro de Area

Atividade:

Situagdo-Problema: Mariana quer construir um galinheiro de forma
retangular para suas galinhas usando 50 metros de cerca. Ajude-a, a encontrar as
varias formas retangulares de maneira que ela possa construir o
galinheiro.(Considerar o fio de arame de 50 cm utilizando a escala (1 m corresponde

a 1.cm)).

Parte A:
1- Utilizando os fios que vocé recebeu, construir cinco retangulos diferentes.
2- Medir as dimensbes dos retédngulos utilizando valores inteiros, e registrar

estes valores na tabela abaixo.
Tabela 1

Base (b) Altura (h) b+h P=2b + 2h

3- Completar as outras colunas da tabela 1, utlizando os valores de b
(Comprimento) e h (altura).

4- Calcular os novos valores para completar as outras colunas.

5- Observar o que acontece com os valores da terceira coluna da tabela 1.
Escreva sua conclusao.

6- Se aaltura é 15 cm, quanto mede a base .

7- Se a base vale 20 cm, quanto mede a altura.

8- Escreva o calculo que vocé fez para encontrar os valores dos lados do
retangulo.

9- Com a expressao que vocé escreveu no item anterior, é possivel calcular as

dimensdes dos outros retangulos?
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10-Observar agora a coluna b+h da tabela 1 com a coluna P= 2b+2h, é possivel
escrever uma expressao para encontrar os valores da coluna 3, conhecendo-

se os valores da coluna 4? Escreva esta expresséo.

Parte B:

1- Transfira para a tabela abaixo as medidas dos retangulos construidos no item

anterior.
Tabela 2
Base (b) Altura (h) Area

2- O que é area para vocé? Como vocé calcularia as areas das figuras?

3- Se abase é 10 cm e a area 40 cm? qual é o valor da altura.

4- Se a altura é 30 cm e a area 90 cm?, quanto mede a base.

5- Se a altura vale 8 cm e a base vale 15 cm, quanto mede a area.

6- Conhecendo a base e altura que operagao vocé fez para encontrar a area?
7- Observando os calculos que vocé fez para completar a tabela 2, escreva uma

férmula geral para encontrar a area.

Obs: Responda as questoes na folha anexa.
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A) Material: fios de arame de 50 cm, papel quadriculado, régua de 40 cm.

Aplicacao da atividade: em grupos de 4 a 5 alunos

B) Objetivos da atividade:
1.  Diferenciar Perimetro de Area;

2. Determinar as diferentes medidas dos lados dos retangulos tendo o

perimetro constante;
3. Evidenciar que a Largura e o Comprimento sdo grandezas lineares;

4. Concluir que a Area do retangulo é o produto das medidas dos lados,

obtidas através da expressao A= b x h;

5. Trabalhar com o conceito de variavel, através da analise das dimensodes

dos retangulos obtidos;

6. Construir expressdes algébricas que descrevam o perimetro como a

soma das medidas dos lados do retangulo (base, altura);

7. Traduzir numericamente as relagdes simbdlicas distinguindo as

expressoes do perimetro, semiperimetro e area,;

8. Verificar que a area € uma grandeza bidimensional, pela analise da
mudanca de unidades, partindo-se das medidas dos lados que estdo em

cm, e chegando-se a unidade de area o cm>.
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C) Desenvolvimento da atividade:

A sala sera dividida em grupos de 4 a 5 alunos; cada grupo ira receber dois

fios de arame de 50 cm, duas réguas de 40cm e uma folha de papel quadriculado.

O professor dara algumas instrugdes sobre a manipulagéo do fio de arame,
para a construgdo dos diferentes retangulos, que representardo as formas das
cercas para construir o galinheiro, em uma escala menor, ou seja, 1 m corresponde
a 1cm, entdo 50 m correspondem a 50 cm. O aluno devera utilizar todo o

comprimento do fio para a construgao de cada retangulo.

Apds o professor ter feito estas consideragdes, cada grupo ira iniciar a parte A
da atividade, construindo os retangulos usando o fio de arame. Quando o grupo
termina a construgdo, um dos alunos medira os lados que compdem a figura, e em
seguida o grupo registrara essas medidas na tabela 1. Este processo se repetira até

que cada grupo tenha construido cinco retangulos diferentes.

Registradas as medidas dos lados, deve-se completar a terceira coluna da
tabela 1, calculando o valor de b + h, e analisando os resultados. Os alunos devem
perceber que a soma dos lados dos diferentes retdngulos é constante e igual a 25

cm, logo b + h = 25.

Dando continuidade a atividade, os alunos deverao calcular a expresséao P =
2b+2h completando a quarta coluna da tabela 1 com os valores obtidos, onde P

assume um valor constante igual a 50 cm que representa o comprimento do fio.

Na préxima fase, serdo propostas duas situagcdes, nas quais deverao calcular
o valor da base de um retangulo cuja altura € 15 cm e, logo apds, a altura de um

outro retangulo que tem base igual a 20 cm. Desta maneira, os alunos deverao
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chegar as seguintes expressdes: b = 25- h, para determinar a base e h= 25 — b, para
encontrar a altura. Depois de construirem as expressdes para calcular os valores
dos lados dos retangulos, os alunos poderao citar oralmente® outros exemplos de
modo a expressar simbolicamente os calculos dos valores dos lados dos retangulos,
verificando que estas sao validas para os demais retangulos da tabela 1, levando-os

as vias da generalizagao.

Dando continuidade a analise da tabela 1, os alunos devem observar
os resultados obtidos para o semiperimetro registrados na 33coluna e
para o perimetro na 4%oluna, percebendo que os valores
encontrados na 4?2 coluna representam o dobro do valor encontrado
na 3%oluna. Dessa forma, eles constroem uma nova expressao
relacionando estas duas expressées, na qual adotam a letra W como
forma de representagdo para a expressdo b+h, ou seja, W=b+h que
encontramos na coluna 3, e P para a expressdo da coluna 4,
escrevendo a expressdo W = P/2.

Apo6s os alunos terem concluido as atividades propostas na parte A, o
professor fara sua intervenc&o nos grupos, chamando a atengao sobre os resultados
obtidos no preenchimento da tabela 1. O professor solicitara aos grupos alguns dos
resultados obtidos no preenchimento da tabela e formara um painel, no qual levara a
discussao desses resultados. Inicialmente ele abordara com os alunos, o que
representa a soma dos valores das medidas dos dois lados dos retangulos
construidos, levando-os a perceber que este valor corresponde a metade da medida
do comprimento do fio, conforme os valores que eles registraram na coluna 3 da
tabela 1 e, sabendo-se que o comprimento do fio € constante, entdo, os alunos
perceberdo que poderdo escrever as seguintes expressdes que determinam os

valores dos dois lados do retangulo como: b=25-heh=25-b .

2 citar oralmente: representa que o aluno utiliza-se do célculo mental, para chegar ao resultado sem
ter que realizar o a representacéo simbdlica,utilizando os registros.
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Finalizada esta discussao, o professor solicitara aos alunos que iniciem as
atividades propostas para a parte B. Ao iniciar a parte B, os alunos transferem os

dados obtidos na tabela 1 da parte A, para a tabela 2 da parte B.

Na sequéncia, eles deverao procurar a melhor maneira para determinar os
valores das areas dos retangulos construidos anteriormente, além de procurarem
definir o conceito de area e, depois, escrever a expressao algébrica correspondente.
Em outro momento, eles determinardo os valores das alturas dos retangulos
propostos, sendo dado um retangulo na qual a medida da base é igual a 10 cm e
conhecendo-se o valor da area igual a 40cm?, baseados nos exemplos construidos
para completar a tabela 2, que os levarao a expressar genericamente a formula: A =

b x h para o calculo da area.

Concluida as tarefas da parte B, o professor discutira os resultados obtidos
pelos alunos ao calcularem as areas das figuras, e quais foram os meios utilizados
para o calculo, chegando a expressdo: A = b x h, e concluindo que a area é o
produto das medidas dos lados do retdngulo. Dando seqléncia, a discussao o
professor mostrara que quando calculamos o valor da area existe uma mudanca de
unidades do cm para o cm?, demonstrada por meio da comparagao das unidades de
medidas dos lados do retangulo, que utilizam o centimetro (cm) e o metro como
unidades padrdes, e que o produto destas medidas dao origem as unidades de
medidas de area como o centimetro quadrado (cm? = cm x cm ), € 0 metro quadrado

(m*=mxm).

Ao finalizarmos a discussao da atividade com os alunos, esperamos que eles
sejam capazes de perceber as diferengas entre perimetro e area, da seguinte forma
. a area € o produto entre duas grandezas, conforme foram apresentadas durante o

desenvolvimento da atividade e na discussao entre o professor e a classe; e o
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perimetro como a soma dos lados de uma figura. Além disso, acreditamos que
sejam capazes de diferenciar as unidades de medidas para cada um dos conceitos
estudados, ou seja, a medida de area € uma grandeza bidimensional medida nas
seguintes unidades (m? cm?), e o perimetro em unidade linear (cm, m), e que
utilizem o conceito de area como ferramenta de construcdo para as expressdes
algébricas, procurando que por meio deste modelo matematico, o aluno compreenda

e atribua significado ao conceito de expresséao algébrica, levando-o a generaliza-las.
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5.4.2.5 Atividade 5 — Trabalhando com Variaveis: Comprimento de segmentos

Atividades:

1) Dado um segmento de comprimento C (Conforme os apresentados abaixo).

Procure expressar C como soma das medidas dos segmentos dados.

2) Desenhe um segmento em seu caderno cuja medida seja 10 cm. Imagine que
este segmento é um fio de arame que deve ser dividido em duas partes, uma
parte de medida x e outra de medida y. Atribua a x e a y os valores

determinados na tabela abaixo.

X(cm) Y(cm) 2X 10 - X Xz X+Y XeY

1,5
2,5
3
5
6
8,5
9

Depois que vocé completou a tabela, responda:
a) O que aconteceu com os valoresde xey ?
b) Como podemos conseguir novamente o tamanho do comprimento do fio?
Escreva uma expresséo.

c) Como vocé calculou o valor x*?
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d) E como vocé calculou o valor 2x? Comparando com a expressao anterior,
elas sao diferentes?
e) Determine os novos resultados das expressdes abaixo utilizando os valores

de x e y da tabela anterior:

2x+x 2x+ 3y 4 x? 3 xy 5x — 3y

3- Atividade complementar: Escreva as seguintes sentencas’algébricas:
a) Um numero inteiro qualquer
b
c
d

e

O dobro desse numero

O triplo desse numero

Um numero elevado ao quadrado

)
)
)
)

A soma de dois numeros quaisquer

f) O dobro de um numero somado com o triplo do outro
g) A diferenca entre os dois numeros quaisquer

h) O produto entre dois numeros

’ Esta atividade complementar baseada em Antonio José Lopes Bigode- Colecédo: Matematica, Hoje é
feita assim -vol.3(7%série),2000-FTD- Sdo Paulo-SP
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A) Material: Folha contendo a atividade proposta, papel quadriculado, régua de 40
cm.

Aplicacao da atividade: em duplas

B) Desenvolvimento da Atividade:

Cada dupla recebe uma folha contendo a atividade proposta e uma folha
quadriculada e uma régua. No inicio da primeira parte da atividade, os alunos
deverao escrever expressoes que determinam o comprimento do segmento dado.

Ao finalizar esta etapa, os alunos procurarao solucionar a segunda parte da
atividade, na qual deverdao desenhar na folha quadriculada um segmento de 10 cm
com a régua e procuraram dividir o segmento em duas partes, seguindo os valores
determinados na tabela dada. Deverdao marcar os valores de x e encontrar os
valores de y, para obterem novamente o valor do segmento. Em seguida, calcularao
as expressoes da tabela.

Completada a tabela, os alunos analisardo os resultados obtidos na tabela, e
responderao as questdes propostas.

Em seguida, o professor discutira e analisara conjuntamente com os alunos
as respostas obtidas nesta atividade, e as expressdes construidas, enfatizando o
significado de variavel, diferenciando as expressbdes propostas, das expressoes
numeéricas e o valor correspondente por meio da identificacdo das operacdes
algébricas envolvidas e o valor numérico.

Apds, esta discussao pretendemos que os alunos sejam capazes de

reconhecer as diferengas entre as expressodes, a nocao de variavel, e que a medida
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de um segmento conhecido ou desconhecido pode ser obtido, através da soma de

segmentos menores que representam as divisdes deste segmento.
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5.4.2.6 Atividade 6 — Decomposicao da Cruz — Equivaléncia de area

Atividade de Equicomposigdo de Area- Transformar a Cruz em um poligono.

Com as cruzes desenhadas na folha que vocés acabam de receber, escolham
uma delas e procurem construir a figura pedida. Em seguida, responda as questbes

de 1 a 4, antes de fazer a atividade 5

1- Decomponha a cruz em partes e componha essas partes a fim de obter um
quadrado.

2- Mostre através do desenho, como voceé fez.

3- Com o desenho da outra cruz que é igual a primeira. Procure calcular o valor da
area do quadrado.

4- Quanto vale a area da cruz? E a area do quadrado é igual ou diferente a da cruz?

5- Pensando na decomposi¢ao da cruz em partes, observe a figura abaixo e

responda:

Fig.2

a. Compare a area do retangulo formado com a area da cruz. Elas sdo iguais?
Registre suas observacoes.
b. Comparando o retangulo do desenho acima com o quadrado construido, as areas

sdo iguais? Por qué?

Obs: Responda as questoes na folha anexa.



186

Folha anexa: Com as figuras das Cruzes para serem decompostas
1) Figura A para decompor a Cruz em Quadrado

Figura. A (Figura 9.a)

Figura B — Para calcular a area do Quadrado

Figura B (Figura 9.b)
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Ficha de atividade do aluno — Atividade de Fixacdo de Equivaléncia de Area

Atividade de Fixagdo: Jogo do Desafio: Vocé consegue construir as figuras

pedidas, utilizando todas as pec¢as do jogo?

1.

Com o Kit de pegas que vocé acaba de receber, execute as seguintes

tarefas:

Procure construir um quadrado utilizando todas as pecas recebidas.
Desenhe a figura formada.

Determine a area do quadrado e escreva sua expressao.

Pensando agora na figura do retédngulo, vocé consegue construi-lo
utilizando todas as pegas? Desenhe a figura formada.

Comparando a area do quadrado com a area do retangulo, qual é a
maior?

Podemos dizer que o quadrado e o retangulo séo figuras equivalentes,
por qué?

Verifique se é possivel construirmos uma cruz semelhante ao do
exercicio anterior, cuja area é equivalente a do quadrado e a do

retdngulo construidos nos itens anteriores.

Obs: Responda as questoes na folha anexa.
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A) Material: Figuras em papel quadriculado e um Kit com 8 pecas.
Atividade: Em dupla

B) Objetivos:
1. Compor e decompor um poligono em partes, usando poligonos

conhecidos (retangulos, tridngulos);

2. Reconhecer que dois poligonos tema a mesma area ( equivaléncia de

poligonos) verificando se sdo equicompostos;
3. Verificar a equivaléncia de poligonos pela analise da equicomposi¢ao;

4. Utilizar a “equicomposicdo de poligonos” para determinar a area de um
poligono dado, conhecendo-se a area do outro poligono equicomposto

(ver fig.1 e fig.2 da folha anexa);

5. Construcdo de expressbes algébricas equivalentes através da
comparagao das expressdes construidas para determinar a area de
poligonos pela soma das areas parciais da figura, compondo esses

poligonos com outros poligonos de diferentes maneiras.

C) Desenvolvimento da atividade

Cada dupla recebera duas folhas contendo os desenhos das duas cruzes

congruentes, desenhadas na malha quadriculada, uma régua e uma tesoura.

Os alunos escolherdo uma das folhas que contém a cruz, para executarem a

primeira atividade na qual deverdo decompor a cruz, de maneira que se obtenha um
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quadrado. Construida a figura, eles registrarao por meio de desenho, como foram

feitas estas construcdes.

Depois, eles utilizardo a outra folha que contém a outra cruz, para calcular

sua area comparando com a area do quadrado formado.

Em seguida, os alunos irdo analisar a figura da Cruz transformada em um
retangulo (fig.2), e comparar as decomposi¢des feitas na fig.1 e na fig.2; observando
as areas entre elas. Logo a seguir, eles deverdo comparar a construgcao feita
anteriormente com a cruz, transformando-a em um quadrado (fig.1) e comparar as
areas do quadrado com o retadngulo, mostrado na figura dada, e registrar suas
conclusdes sobre a equicomposicdo de poligonos utilizados, escrevendo uma
expressao numérica para cada uma dessas areas. Caso os alunos apresentem
dificuldades na resolugao do problema proposto, o professor fara as intervencoes
necessarias, para que os alunos finalizem suas estratégias de resolugao e atinja os

objetivos propostos.

Concluida a atividade, o professor coletara alguns dos resultados das duplas
e discutira as estratégias dos alunos para resolverem os problemas propostos. Ele
conduzira a discussao a fim de obter as seguintes conclusdes: como foi feita a
decomposicdo para obter o quadrado e que esse processo se chama
equicomposigao, na qual a area da figura decomposta se conserva na composi¢cao
da outra figura, como ocorreu com o quadrado. Desta forma podemos afirmar que as
duas figuras possuem a mesma area. Ja no caso da decomposi¢cao do retangulo,
isso nao ocorre, pois, ndo conseguiram formar o retangulo utilizando toda cruz,

entdo o retangulo formado tera uma area menor que a da cruz.
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Ao finalizar esta atividade, procuramos trabalhar com a decomposicdo de
figuras para a composicao de outras figuras, e comparar suas areas e verificar se

elas se conservam.
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5.4.2.7 Atividade 7 - Construindo Retangulos - Aplicando a propriedade Distributiva

Atividade: Com o kit que vocé recebeu desenvolva as seguintes tarefas:

1)

2)
3)

5)

Construa dois novos retangulos utilizando:

a) 2 pegas;

b) 3 pegas;

C) 4 pecas.

Desenhe os novos retangulos na folha quadriculada e calcule suas areas.
Registre em seu caderno como vocé calculou as areas das figuras.
Construa alguns quadrados com as pecas 3 x 3, 3 x4,4x3,4x4e
desenhe as figuras formadas em seu caderno.

Utilizando as pegas 5 x 6, 6 x 6, 6 x 5, 5 x 5, procure construir novos

quadrados. Desenhe pelo menos trés em seu caderno.

Com os quadrados construidos nos item 5, complete as tabelas a seguir:
Tabela 1

a

b h (axh) (b x h) Area total

Tabela 2

(a+b) h Area total = (a+b)x h
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6) Observando a tabela 1 responda:

7)

a)
b)

c)

O que acontece com os valores da a, b, e h? Algum deles é constante?
Como podemos calcular a area da figura formada? Registre seus
célculos.

Compare as tabelas 1 e 2, observando os valores das areas.Elas séo
iguais? Como foram calculadas?

Verifique a igualdade entre as expressdes : (a+b).h =a.h + b.h. se é
verdadeira atribuindo as letras a, b, h valores numéricos inteiros.
Podemos afirmar que elas sao equivalentes? Explique sua resposta.
Verifique se as sentengas abaixo sao verdadeiras, e explique sua
resposta.

e.1)5(a +2b)=5a+ 10b

e2)(3a+2b)d=7a+6b

e3)3(@+5b)=3a+15b

e.4) z( 2x +3y) = 2xz + 3zy

Componha um retangulo 3 x 9 utilizando duas pegas e complete a

sentenca abaixo:
3x9= +
8) Utilizando trés pecgas 5 x 9 construa um retangulo e escreva sua sentenca.

9) Construa um retangulo com duas pecgas 4 x 12.

10)Compare agora as sentengas escritas nos itens 7, 8, 9 com a maneira que

foram calculadas as areas das figuras na tabela 1. Registre suas

observacgoes.
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A) Material: Kit contendo 5 retdngulos de cada medida e 5 quadrados de cada

medida

(2x2, 2x3, 2x4, 2x5, 2x6, 3x3, 3x4, 3x2, 3x5, 3x6, 4x4, 4x2, 4x3, 4x5, 4x6, 5x5,

5x2, 5x3, 5x4, 5x6, 6x6,6x2,6x3,6x4,6x5), papel quadriculado, régua .

Atividade: Em duplas

B) Desenvolvimento da atividade:

A sala sera dividida em duplas. Cada dupla recebera um kit contendo
retdngulos e quadrados com medidas diferentes. Os alunos deverao construir alguns
retangulos utilizando algumas das pecgas do kit e registrando estas figuras na malha

quadriculada. Em seguida, eles calcularao as areas das figuras formadas.

Concluida a primeira parte da atividade, os alunos deverdo -construir
quadrados com pecgas determinadas (3 x 3,3 x 4,4 x4, 4 x 3) e depoiscom (5x5,5
x 6, 6 x 6, 6 x 5), registrando por meio de desenhos na folha quadriculada,
transferindo os dados de duas ou trés das figuras formadas para completar a tabela
1. As letras a, b, h representam as medidas das pecas utilizadas na construcdo do
novo retangulo, no qual a variavel a representa a base de uma das pegas, ja a
variavel b representa a base da outra peca, e h representa a parte comum entre as
duas pegas, ou seja constante, como por exemplo 4 x 5 3 x 5, no qual temos a = 4,
b= 3, h =5 parte comum entre as pecas. Ao completar a tabela 1, os alunos deverao
perceber a diferenca entre variavel (a e b), e constante (h), através da analise das

dimensdes das pecas, encontrando as partes comuns entre elas, como o valor de h.
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Em seguida eles calcularao as areas parciais das figuras, e depois ao somar as duas

areas chegarao a area total da figura formada.

Na etapa seguinte, os alunos deverdo completar a tabela 2, utilizando os
valores de a, b e h escolhidos na tabela 1, e utilizardo a expressao (a+b) para
encontrarem os valores da coluna 1 da tabela 2, e transferindo os valores da 22
coluna da tabela 1, que representam os valores de h, para a respectiva coluna na
tabela 2, dando continuidade a atividade os alunos deverao calcular a expresséao: (a

+ b)x h, completando a 32 coluna da tabela 2.

Terminado os calculos, os alunos deverao comparar os resultados obtidos
nas tabelas 1 e 2, comparando as duas expressdes algébricas utilizadas para

calcular a area total da figura.

Pela analise dos dados das tabelas, os alunos deverao concluir que as areas
dos retangulos construidos podem ser dados pelas expressdes: 1) a x h + b x h ou
seja a soma das areas parciais das figuras que forma a nova figura, determinando a
area total (tab.1); 2) (a +b) x h produto das medidas da base pela medida da

altura.(tab.2).

Na terceira etapa da atividade, eles deverdo responder as questdes
propostas, analisando os resultados obtidos. Depois deverao determinar como eles
podem calcular a area da figura formada, observando os dados da tabela 1 e 2.
Desse modo eles poderdo perceber que as areas determinadas possuem mesmo
valor e que as expressdes escritas podem ser consideradas equivalentes. Em
seguida, os alunos deverdao verificar se algumas das expressdes algébricas
propostas no item (e) sdo equivalentes ou nao atribuindo a elas um valor numérico
inteiro. Depois, as duplas irdo resolver as demais atividades propostas, envolvendo a

construcdo de retdngulos com determinadas pecas e em seguida procurardo
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construir uma expressao numérica, utilizando-se da soma das areas parciais e
observando que as figuras tém a mesma altura, levando-os assim a escreverem a
expressao procurada, utilizando-se da propriedade distributiva tal como (3 x 9 = 3 x

5+ 3 x4 =3 x(4+5)) .

Ao final da atividade, o professor promovera uma discussao coletiva a
respeito dos resultados obtidos, que deve permitir evidenciar as produgdes dos
alunos, selecionando as diferentes expressées numeéricas construidas, comparando-
as e evidenciando nessas comparacoes a utilizagdo da propriedade distributiva. Em
seguida, ele solicitara aos alunos outros exemplos cuja resolugdo envolve a

utilizacdo dessa propriedade.

Apos terem finalizado a discussao coletiva, os alunos resolverao exercicios

complementares, com o objetivo de verificar a aplicagdo do conhecimento aprendido.
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Ficha de atividade do Aluno — Complementar da Atividade 7

1) Escreva as expressées algébricas que representam as areas das figuras'

abaixo:
a) a
v I
3
b) b 2
X
c)
5 m
¢ — et —>
|
t
b r 4
d) < > < >
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t

! Atividade baseada em Antonio Jose Lopes Bigode, Colecdo :Matematica:Hoje é feita assim- vol.3(72
série)-2000- FTD - Sdo Paulo-SP
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3x 5

)

2x

y +2

|

2) Construa os retangulos cujas areas sao :(Considerando 0,5 cm como

unidade de medida)
a)(x+5).(y+3) b)(x+8).(b+3)c)2x.(3x + 4) d) 3y.(2x +7) e) 4x.(2x +y)
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A) Desenvolvimento da atividade 7 complementar:

Os alunos recebem a folha da atividade, em seguida, eles deverao construir
expressdes algébricas correspondentes a area dos poligonos representados na
folna 1, para isso poderdo: a) decompor o poligono em partes e escrever as
expressdes que representam estas areas, e depois somar estas expressdes, ou
aplicar a formula candnica (A = b.h) para determinar o valor da area do retangulo,
utilizando para isso os conhecimentos anteriores adquiridos como determinar os

valores da base e da altura, saber somar as medidas dos segmentos.

Construidas as expressdes pelos dois processos, o professor propora aos
alunos que escolham valores numéricos inteiros para as letras variando entre 1 a 15,
assim eles verificardo se as expressdes sdo equivalentes ou ndo, através do calculo

numeérico das expressdes e a comparacgao dos resultados obtidos.

Verificada a equivaléncia entre as expressdes, os alunos irdo resolver o
segundo exercicio proposto na ficha 1, cuja resolugcdo deve mobilizar o
conhecimento construido no exercicio 1, para construir retangulos cujas areas estéao
sendo pedidas, como, por exemplo o retadngulo de area (x+ 1) . (y +3). O objetivo
deste exercicio € verificar se 0 aluno € capaz de interpretar a expressao algébrica

que calcula a area da figura construida.

Ao final da atividade, o professor faz um repertério das expressdes
encontradas pelos alunos, solicitando que verifiquem a equivaléncia entre essas
expressbes comparando da seguinte forma: a) por meio da aplicagédo das

propriedades aritméticas; b) pela atribuigdo de valores numéricos.
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5.4.2.8 Atividade 8 - Calculo de area utilizando a decomposicao - Jogo dos

Cartoes

Atividade: Com o par de cartdes (contendo figuras diferentes) que vocés

receberam, vamos calcular as areas e compara-las segundo as instru¢des abaixo

1.

Observe a figura colorida do seu cartdo e determine sua area, registrando seus

calculos .

2. Mostre seu cartdo e o resultado encontrado para o seu parceiro, compare
os resultados encontrados para as duas figuras.

3. Unindo-se as duas figuras coloridas contidas nos cartdes é possivel construir
uma nova figura?

4. Preencha a tabela abaixo com os dados dos itens anteriores;

Tabela
Area 1 (cartio 1) | Area 2 (cartdo 2) Area 1 + Area 2 Base x Altura

5. Analisando os dados da tabela preenchida acima, compare as areas das
figuras dos cartdes com a area da nova figura formada. Registre a suas
observacgoes.

6. Escreva expressdes que determinam os valores das areas das figuras
formadas.

7. Com as expressdes que vocé escreveu compare elas com a expressao

para o calculo da area de retangulos (A= b x h). Elas s&o equivalentes?
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A) Material: 20 pares de cartdes
Atividade: Em dupla
B) Objetivos:

1) Determinar a area do retdngulo pela sua composi¢cao e decomposigao

em poligonos;

2) Dominar procedimentos de comparagdao de expressdes algébricas
obtidas por meio de dois processos diferentes de calculo de areas de
retdngulos: a) célculo da soma das areas parciais dos poligonos que
compdem o retangulo, b) célculo da area pelo produto da medida da

base pela medida da altura;

3) Construir expressdes numéricas equivalentes através da comparagao
das expressdes numéricas construidas para as areas parciais da figura,

com a expressao construida para a area total.

C) Desenvolvimento da Atividade:

A classe sera dividida em duplas. Cada dupla recebera um par de cartdes
(contendo figuras coloridas), que contém um retdngulo decomposto em partes

complementares. (Conforme fig.10.a e 10.b)

Em seguida, cada aluno da dupla calcula a area da figura colorida de seu

cartao registrando seus calculos em uma folha de papel.

Dando sequéncia a atividade o professor intervira para solicitar aos alunos de

cada dupla, que comparem os cartdes recebidos observando como as partes
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coloridas das figuras apresentadas nos cartdes foram construidas em cada um deles

e langando a seguinte questdo: O que acontece se colocassemos sobrepostas as

figuras contidas nos dois cartdes? Em seguida, o professor coleta as respostas dos

alunos e complementa dizendo que estas figuras contidas nos cartdes se

complementam formando um retangulo.

Na etapa seguinte, eles devem validar os resultados encontrados:

a) Determinando a soma das areas parciais calculadas por cada elemento da

dupla;

b) Calculando a area do retangulo formado pela composi¢céo das duas partes

por meio da férmula geral (A= b.h).

Nessa etapa utilizaremos o preenchimento de uma tabela, que servira como

meio de registro dos dados calculados pelos alunos. Em seguida, os alunos

analisarao a tabela e compararao as diversas maneiras para se calcular a area do

retangulo. (Conforme tabela abaixo)

Tabela

Area 1 (cartio 1)

Area 2 (cartio 2)

Area 1 + Area 2

Base x Altura
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Desenho da atividade:

Cartdo 1 — Figura 10.a

Cartéo 2 — Figura 10.b

Obs: Unindo as partes contidas nas fig.10.a e 10.b, formara sempre um retangulo.

Ao final da atividade os alunos deverdao concluir, que podem construir
diferentes expressbes numéricas, compara-las, transforma-las pela aplicacédo da
propriedade distributiva. Dando sequéncia a atividade, os alunos resolverao

exercicios complementares referentes ao conhecimento construido.
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5.4.2.9 Atividade 9 — Utilizando os Pentaminés — Decomposi¢ao e Composi¢cao

de Area

Atividade: Construa os retangulos utilizando as pegas do pentamind e desenhe na

folha anexa.

1)

2)
3)

Trés retangulos utilizando duas pegas. Quais sdo as pegas que unidas

nao formam retangulos?

Quatro retadngulos com trés pecas;

Dois retangulos com quatro pegas;

a)

b)

c)

d)

f)

Determine as areas das figuras formadas.Quais foram os valores
encontrados?

Escreva as expressdes numéricas que determinam as areas de cada
uma das figuras.

Compare a expressao geral da area A= b x h, que determina a area
do retdngulo, com as expressdes escritas para encontrar o valor da
area dos retangulos formados com as pecas.

Pensando na expressao n x k, que valor numérico ¢é atribuido a k?

Se pensarmos em construir novas pecas para formarem retangulos
utilizando os valores de k = 6 e k= 7, serda que vocé consegue
desenhar as pecas para o hexaminé e heptaminé? E possivel formar
retdngulos com elas? Faca trés representagcbes utilizando essas
novas pecas.

Escreva as novas expressdes algébricas para as areas dos

retdngulos construidos com as novas pegas.

Obs: Fazer os desenhos na folha anexa
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Material : Kit de Pecas do Pentamind

Atividade : em duplas

Objetivo:

1) Construir retangulos utilizando as peg¢as do pentamind limitando-se o
numero de pecgas;

2) Conhecendo-se a area de uma peca, determinar a area desses retangulos
em funcdo do numero de pecas.

3) Verificar que a area do retangulo se conserva pela decomposicéo e
composic¢ao de figuras; comprovado por meio da soma das areas parciais
das figuras, com o resultado da area total dada pelo produto da medida da
base pela medida da altura;

4) Determinar expressdes algébricas equivalentes através da comparagao
das expressodes algébricas formadas para determinar as areas parciais da
figura, com a area total,

5) Expressar a area por meio da formula n .k onde k = 5, generalizando para
os outros valores de k.

Desenvolvimento da atividade:

A sala sera dividida em duplas, e cada dupla recebera um kit com as pecas

do pentamind.

Sera proposto aos alunos que construam retangulos utilizando-se de duas

(pecas do pentamind), trés e quatro pecgas. Paralelamente, sera pedido aos alunos

responder a seguinte questdo: Existe alguma peca que unida com outra ndo forme
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um retadngulo? Os alunos serdo levados a analisar as pecas do kit e buscar uma

resposta para esta questéao.

Apés montarem as figuras, cada dupla, utilizando as unidades néo
padronizadas, procurara determinar as areas totais dos retangulos, por meio das
expressdes numéricas escritas para as areas parciais que formam a figura total. Em
seguida sera proposto como escrever uma expressao algébrica que represente esta

situagdo. (levando o aluno ao calculo da area total)

Terminada a tarefa o professor analisa com a classe as respostas
apresentadas, discutindo com os grupos a expressao algébrica 5x levando os alunos
a construir a expressao genérica k.x, na qual k = 5, para os casos nos quais as
areas das figuras formadas sejam multiplas de 5, dessa forma k é considerada uma
constante, e x assume o seu papel de variavel, sendo x o numero de pecas
utilizadas para formar o retangulo maior. O professor propde aos alunos situagoes,
nas quais as areas parciais assumem valores de 6 a 7 unidades, pedindo-lhes para
que com essas pegas eles montem alguns retangulos, e em caso afirmativo

determinem suas areas.

Ao final da atividade, o professor discutira as situagdes propostas, mostrando
uma outra forma de decomposicdo e composigdo de figuras. Além disso, eles
transformarao as expressodes algébricas genéricas (k.x = 5x, 6x, 7x) em expressoes
numéricas, utilizando-se das substituicdes das medidas das areas parciais por

valores numéricos, determinados por uma unidade nao padronizada.

Em seguida o professor promovera uma discussao sobre as possibilidades da
variagao do k, através da exposicao de transparéncias apresentando os diferentes
modelos de pecas, tais como: triminds, tetraminds, hexaminds, heptaminds, entre

outros. Serdo propostas algumas atividades complementares com as pecgas destes
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jogos, levando os alunos a construirem novas expressdes algébricas na formula
geral n .k, onde k varia de 3 a 7. Ao termino da discussdo com a classe o professor
apresentara aos alunos através de transparéncias os modelos de construgdo de

retdngulos com as pegas mencionadas durante o desenvolvimento da atividade.
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5.4.2.10 Atividade 10 - Decomposi¢cao da Cruz — Utilizando a propriedade
distributiva, para a construgao de expressoes algébricas

Atividade10 : Construindo Expressoes Algébricas diferentes

Com o retangulo que vocé acaba de receber realize as seguintes tarefas:

1) Construa uma Cruz como a figura abaixo atribuindo os seguintes valores para x e y:

A
v

Figura 11

Conforme a cor do retangulo recebido, desenhe a cruz no seu interior:
a) x=4cmey=3cm para o retangulo azul;
b) x=4cmey=6cm para o retdngulo vermelho;
c) x=5cmey=2cmpara o retangulo amarelo;
d) x=5cmey=4cm para o retangulo verde;
e) x=6cmey=3cm para o retangulo laranja
2) Calcule a area total da cruz construida.
3) Escreva as expressdes algébricas que determinam a area da cruz. Quantas vocé
encontrou? Elas sdo equivalentes?
4) Qual foi o valor encontrado para a area da Cruz?

5) Determine agora a area do retangulo recebido.
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6) Escreva as expressodes algébricas correspondentes a area do retangulo recebido.
7) Como podemos determinar os perimetros da Cruz e do Retangulo .
a) Escreva as expressdes algébricas;
b) Calcule os seus valores numéricos;
8) Escolha trés valores atribuidos para x e y, dados no item 1 desta atividade e
calcule os valores das expressodes algébricas dadas a seguir:

Tabela 1
Valorde X | ValordeY | 2xy + 3xy 12 x — 4y 6.(x+y) (x +1)?

(x+2) .(x -2) | (x +y). (x-y) | (x+y)* 2x* + 2y*

Obs: Responder as questoes na folha anexa
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1) Determine os valores numéricos das expressdes algébricas da tabela dada a

seguir. Atribuindo para x e y valores numéricos entre 1 a 8.

X

Y

5.(x +y)

4x + 3y

6xy + 2y

2x?

7.(xy)+ 4y

10x?

(y + 3)?

(x+2).(y+3)

3x? — 8y?

9 x2y?

2) Determine os valores pedidos:

Sea+b=4,ea+b+c=15, quantovalec
Se x=15ey =3, entdo qual é o valor da expressao 2.(x+y)
Sem=4ez=06, entdo qual o valor de 7mz
Se x=8 ey =3, entdo qual é o valor de (3x + 6y)
Se a = 5, entdo qual é o valor de (a+ 2)?
Set =7, entdo qual é valor de (t-4) .(t+ 4)
Se h =9, entdo qual é o valor de 2h?
Se v =12, entdo qual é o valor de 2v
Se w =45, entdo qual é o valor de (2 w - 5)

Sem=23en =12, entdo quanto vale 2m —n
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A) Material: Retangulos de cinco medidas diferentes (12 x 9),(15 x 12), (12 x 18),

(15 x6), (18 x 9), régua (40cm).

Unidade de medida: centimetros.

Atividade: Em dupla

B) Objetivos:

1)

2)

3)

4)

5)

Trabalhar com composi¢do e decomposi¢cao de poligonos; decompondo
um poligono em partes, usando poligonos conhecidos (quadrados,
retangulos);

Verificar que a area do retangulo se conserva pela decomposic¢ao e
composicao de figuras, mostrando que a soma das areas parciais das
figuras € igual a area total dada pelo produto da medida da base pela
medida da altura;

Construir expressdes algébricas equivalentes por meio da utilizagdo das
expressdes formadas para determinar as areas parciais da figura com a
area total;

Aplicar a propriedade distributiva como instrumento para a construgao das

expressdes que compdem a area total das figuras pedidas.

C) Desenvolvimento da atividade:

A sala sera dividida em duplas. Cada dupla recebera um dos cinco retangulos

cortados em folhas coloridas.
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Os alunos deverdao construir uma cruz de acordo com os valores
determinados para x e y, de acordo com a cor do retangulo recebido. Em seguida,
determinarao a area da cruz construida, utilizando o processo de decomposicido da
figura em retangulos e escrevendo as expressodes algébricas que determinam a area
da cruz em fungcdo de x e y. Na etapa seguinte, os alunos deverdao observar o
retdngulo que contém a cruz e determinar a sua area. Durante o desenvolvimento da
atividade esperamos, que eles usem o processo de decomposicao para decompor a
figura em retangulos, ou o processo de soma de areas aplicada na area da cruz
calculada, como também poderado utilizar-se da propriedade distributiva para

solucionar o problema proposto.

Apds escreverem as expressdes para obter a area total da figura e a area do
retdngulo, os alunos deverdo calcular o valor numérico das areas determinadas.
Apods o calculo, o professor intervira, chamando os alunos para a discussao da
atividade, coletando e discutindo algumas das expressdes obtidas pelos alunos, e

mostrando a importancia da propriedade distributiva.

Quando as duplas terminam as tarefas o professor retoma a discusséao,
mostrando os resultados obtidos por cada dupla e discutindo a passagem ocorrida
entre as expressdes algébricas construidas no inicio da atividade para as
expressdes numeéricas, e os resultados obtidos com as diferentes expressoes
apresentadas na tabela 1, que sdo dos tipos: n(x.y) e n(x+y). Depois, o professor
pede para que eles observem as expressdes algébricas encontradas para
determinar as areas e observarem as expressdes contidas na tabela 1 para verem
se existe alguma que se aproxima das construidas. Em seguida, sera proposto aos
alunos uma série de exercicios complementares envolvendo expressdes algébricas

determinadas durante as atividades anteriores.
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Ao final da atividade, esperamos que os alunos sejam capazes de observar
os diferentes tipos de expressdes algébricas que podemos construir, além da
importancia da aplicagao da propriedade distributiva para a construcao de diferentes

expressdes numericas, que podem ser transformadas em expressdes algébricas.
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5.4.2.11 Atividade 11 — Produto Notavel

Atividade 11: Produto Notavel

Com o quadrado que vocé acabou de receber, execute os seguintes

procedimentos:

1.

Escolha um valor inteiro entre 4cm a 8cm, marque este valor em um dos
lados do quadrado. Trace um segmento que divida a figura. Aguarde as

instrucdes de seu professor para terminar a dobradura.

2. Quantas figuras foram formadas? e quais séo elas?

3. Calcule as areas das figuras formadas e transfira os valores encontrados

para a tabela 1
Tabela 1
a2 2a.b b2 Area Total

. Calcule a area da figura total utilizando as expressdes da tabela 2

Tabela 2

(a+b) (a+b)

Observe as tabelas 1 e 2 e responda:

a) Como vocé determinou a area total na tabela1? Explique

b) Escreva a expressao que representa a area total na tabela 1.

c) Observando a tabela 2, o que representa a expressao (a+b)?

d) Como vocé determinou a area da figura maior. Escreva sua expressao.

e) O que representa a expressao (a+b)??

f) Compare as expressdes obtidas para o calculo das areas totais da
tabela 1 e tabela 2. Elas sdo equivalentes ? Explique sua resposta.

g) Completa as tabelas 3, 4 com os resultados obtidos na discusséo do

professor e seus colegas.
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Resultados

2ab

b2

Area Total

Dupla1

Dupla 2

Dupla 3

Dupla 4

Dupla 5

Dupla 6

Dupla 7

Tabela 4

Resultados

(a+b)

(a+b)?

Area Total

Dupla 1

Dupla 2

Dupla 3

Dupla 4

Dupla 5

Dupla 6

Dupla 7

Analisando agora o seu resultado com os de seus colegas, responda:

a) Podemos considerar a e b como variaveis?

b) O que representam a e b para encontrar as areas das figuras?

c) Se a e b forem iguais como podemos escrever as expressdes

encontradas?

d) Utilize os valores de a e b que vocé marcou no seu quadrado e calcule

a? + b Esta expressao é equivalente a (a+b)??

e) O que representa a® + b? ?

f) Calcule a expresséao (2 a +2 b)% Ela é equivalente a (a + b)??

Obs: Responder as questées na folha anexa.
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Atividade Complementar de Produto Notavel

1) Como podemos representar as seguintes expressoes algébricas através
de desenhos abaixo:
a) (a+7).(a-7),paraa>7
b) @+3).(a-3),paraa #3 ea=-3
c) (@a-2).(a-2),paraa>2
d) (4 +b).(4-b), parab>4

e) (5+b).(5+b),parab>5
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A) Material: Um quadrado de lado igual a 21cm, uma régua de 40cm.

Atividade: Em dupla

B) Objetivo:

1) Decompor um quadrado em partes tais que sua area possa ser dada pelo

o produto da expressao (a+b)?, conhecida como produto notavel,

2) Interpretar o produto das expressbes (a+b) por (a+b), reconhecendo a
expressao resultante a®> +2ab + b2, como equivalente a expressao (a+b)?,
mostrando a equivaléncia entre estas expressdes por meio das
equivaléncias entre a area do quadrado de lado (a+b) e da soma das

areas parciais das figuras.

C) Desenvolvimento da atividade:

A turma sera dividida em duplas. Cada dupla recebera um quadrado de 21cm
de lado, contido em uma folha e uma régua de 40 cm. Ao iniciar a atividade, cada
dupla determinara como ira dividir um dos lados do quadrado em dois segmentos
(escolhendo os valores de 4cm a 8cm), de modo a obter um quadrado de lado (a+b)

=21. (Ver processo de construgao nas figuras abaixo).

O professor dara ordens orais para que os alunos decomponham o quadrado
em retangulos de areas, a% b? ab, ab, e executando estas ordens conjuntamente

com os alunos.



218

= — o A LI

Fig.12. Quadrado de Fig.13. Divisao Fig.14. Determinagao do Fig.15. Decomposi¢cdao do
21em do segmento 2°segmento Quadrado
a2

ab
- b*> | ab

Fig.16. Quadrado
decomposto

Terminado a decomposi¢cado do quadrado, os alunos irdo calcular as areas das
figuras formadas e completar a tabela 1. Na sequéncia da tabela 1 deverao calcular
a area total, somando as areas parciais da figura decomposta. Escrevendo a
expressao algébrica a? +2ab+b% Logo apds, terminarem as areas da tabelat,

passarao para a tabela2, procurando calcular o valor das expressdes (a+b) e (a+b)2.

Preenchidas as tabelas 1 e 2, os alunos deverdo observar os resultados
obtidos nas tabelas, comparar as expressdes utilizadas e responder as questbes
propostas, tais como, o significado dos valores de a e b, saber interpretar os
significados das expressodes algébricas, (a+b) que representa a medida do lado do
quadrado maior, e (a+b)? representando a area total da figura. Depois os alunos
verificardo se as expressdes contidas nas duas tabelas sao equivalentes,
comparando os resultados obtidos pela area total (tab1), e na expressédo (a+b)?

(tab.2).

ApoOs a anadlise das tabelas 1 e 2, o professor intervira para discutir os
resultados obtidos, coletando as respostas das duplas em um quadro. Cada dupla

devera registrar os resultados do quadro nas tabelas 3, 4. O professor discutira as
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duas expressodes utilizadas nas tabelas 1, 2 para encontrar as areas pedidas, e fara
a verificagdo com os alunos se as expressdes sao equivalentes. Na etapa seguinte,
o professor colocara as seguintes questdes: As letras a e b podem ser consideradas
variaveis? O que representam a e b para encontrar as areas das figuras? Nas
situagbes nas quais os valores de a e b podem ser iguais, 0 que ocorre com as
expressdes? Além disso,0 professor deve propor situacdes nas quais se pede aos

alunos que verifiqguem a equivaléncia entre as expressoes pedidas.

Com a atividade complementar, o professor apresentara aos alunos um
exercicio, que solicita a representacdo de cada expressao pedida utilizando a
decomposicdo de figuras e a interpretacdo dos produtos notaveis, do tipo
(at+b).(a+b), (a+b). (a-b), ora variando o valor de a, ora variando o valor de b. Ex::

(a+3).(a-3); (5+b).(5+b).
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5.4.2.12 Atividade 12 — Construindo expressoes algébricas equivalentes para a

determinacao da area.*1

Atividade 12: Atividades de Equivaléncia de Area

A seguinte situagao foi proposta aos alunos no intuito de construir expressdes

algébricas equivalentes.

1) Para cada uma das figuras abaixo escreva trés expressdes algébricas

correspondentes a sua area.’

a) 2
A
t
3
P — v
X
b)
10 '
>
t
9

! Atividade baseada em Antonio José Lopes Bigode — Colecao :Matematica, Hoje é feita assim. vol.
3(72série). Sao Paulo: FTD, 2000.

° Atividade baseada em Antonio Jose Lopes Bigode, Colegéo : Matematica:Hoje é feita assim - vol.3
(72 série)-2000-FTD- Sao Paulo-SP
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10

A

v

A

\ 4




222

f)
y 7
«—
9)
6
v
6

2) Com as expressodes algébricas que vocé escreveu para determinar a area

de cada figura verifique se elas sdo equivalentes.

a) Escolha valores inteiros variando de 1 a 10, e encontre os valores
numeéricos de cada expressdo. Os resultados encontrados foram
iguais?

b) Podemos considerar estas expressdes equivalentes?

3) Preencha as partes incompletas das figuras dadas: utilizando retangulos

e quadrados, e escreva as novas expressoes formadas para determinar

as areas das figuras.

a) Compare as expressdes que vocé obteve no item 1, com as
expressdes que vocé escreveu para o item 2 na folha anexa e

responda: Elas sdo equivalentes?

4) Calcule agora os valores das areas das figuras formadas.
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A) Desenvolvimento da atividade

Os alunos recebem a folha da atividade conforme mostrada no anexo acima.

Em seguida, os alunos deverao determinar expressdes algébricas
correspondentes as areas dos poligonos representados na folha. Para isso poderéao:
a) decompor o poligono em partes e escrever as expressdes que representam estas
areas, depois ao somar estas expressoes, eles determinardo uma expressao para
area total do poligono; b) acrescentar partes ao poligono de modo a obter um
retdngulo e expressar a area desse poligono pela diferenga entre a area do

retdngulo formado e a area das partes do poligono que compdem o retangulo.

Construidas as expressdoes para as areas dos poligonos, eles deverao
verificar se elas sdo equivalentes ou nao, através do calculo numérico atribuindo
para as letras valores numéricos inteiros entre 1 a 10. (Optamos pelo conjunto dos
numeros inteiros, limitando esses valores, para que o aluno nao se atrapalhe nos
calculos, mas posteriormente sera discutido pelo professor, que podemos utilizar
outros valores numéricos no campo dos numeros reais positivos, e explicando que
devemos excluir o conjunto dos numeros reais negativos, pois nao existe area
negativa). Cada aluno atribuira valores numéricos para cada letra, e deverao
substitui-las em cada expressao algébrica formada para determinar a area da figura
por meio do céalculo em seguida compararédo os resultados obtidos, se forem iguais
serao consideradas equivalentes. Desse modo as expressdes serao validadas pela
via do calculo numérico. Ja, o conceito de equivaléncia entre as expressdes

algébricas sera usada como ferramenta.
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Ao final da atividade, o professor faz um repertério das expressdes
construidas pelos alunos, solicitando que verifiqguem a equivaléncia das expressoes
comparando-as da seguinte forma: a) por meio da aplicagdo das propriedades
formais; b) pela atribuicdo de valores numéricos. No primeiro caso nos limitaremos

ao uso das propriedades formais das operacgoes.

O professor também discutira a utilizagdo dos processos: a) de decomposi¢ao
e composicao de figuras, a somatoria das areas das figuras parciais para se chegar
a area total, ja utilizada nas atividades anteriores; b) os processos de soma e
subtracdo de area, que foram utilizados como recursos de construcdo das

expressodes algébricas que determinam as areas dos poligonos.

Com os resultados obtidos nesta atividade, podemos analisar quais foram os
conhecimentos absorvidos e mobilizados pelos alunos durante todo o processo de
aplicacdo e desenvolvimento da seqUéncia de atividades do nosso projeto,
buscando novos caminhos que possam tornar a nogao de expressao algébrica mais

significativo para o aluno.

Apos apresentarmos as atividades que compdem a nossa sequéncia didatica
e seus respectivos processos de desenvolvimentos, apresentaremos os resultados
das atividades da sequéncia didatica e a sua analise a luz da Dialética Ferramenta-

Objeto e 0 Jogo de Quadros.
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5.5 Analise dos resultados obtidos na experimentagao

5.5.1 Introdugao

Nesta etapa analisaremos os resultados obtidos nas atividades de nossa
sequéncia didatica, baseando-se nas teorias da Dialética Ferramenta-Objeto
(DOUADY, 1987) e na teoria dos Registros de representagdes semidticas (DUVAL,

1993).

Nossa sequéncia € composta por 12 atividades. Para nossa analise,
selecionamos somente as atividades que consideramos fundamentais para a
construgcao do conhecimento. Dentre as 12 atividades que compdem esta seqléncia,
escolhemos as seguintes: da primeira a quinta atividade e a sétima que
consideramos o coragao de nosso projeto, pois, trabalha com a construgédo de
diferentes expressoes algébricas até chegar as expressdes algébricas equivalentes
e, na nona atividade, que também, da sua contribuicdo para a construgdao do
conhecimento da nogado da expressao algébrica generalizada, construida por meio
dos conceitos geométricos, trabalhados nas atividades anteriores. E valido destacar
que as atividades finais de nossa sequéncia: 10, 11 e 12 podem ser consideradas
complementares, pois, cada uma verifica um dos saberes construidos nas atividades
anteriores. Como por exemplo: a atividade 10 seria a validacido das atividades 5 e 6
de nossa sequéncia. Esta relembra a atividade 6 que trabalhou com
equicomposi¢ao, juntamente com a mobilizagdo dos saberes construidos na
atividade 5, construgcao de expressdes algébricas e transformagdes numéricas . Na

atividade 11 verifica-se os conhecimentos construidos nas atividades 7 e 9, onde



226

trabalhamos com a decomposi¢cao e composigcao de figuras planas, no nosso caso
retdngulos e quadrados. A atividade 12 é considerada, por sua vez uma

complementagao geral dos saberes construidos na atividade 7.

Para compreender as formas de registros apresentados pelos alunos,
adotamos a teoria dos registros de representacdo de Duval, considerando as
apreensdes apontadas por ele, as formas de registros, tratamento e conversodes
realizados pelos alunos durante o processo de desenvolvimento das atividades.
Além disso, procuramos observar os quadros envolvidos em cada atividade,
relacionando o jogo de quadros com os registros, mostrando assim, o paralelismo

entre as duas teorias.

Segundo Duval (1993), o conhecimento € mobilizado por um sujeito por meio
de uma representacdo. Assim, nos contextos das atividades da sequéncia didatica
encontraremos diversas formas de registros de representagdes para o conceito de

expressdes algébricas, partindo-se do conceito de Area.

Também durante este processo de analise dos resultados, estaremos
estudando os erros apontados na pesquisa de Booth (1984, 1988) e na de
Kuchemann (1981) e Kieran (1989) a respeito dos erros dos alunos na resolucao de
problemas, verificando por meio da comparacao dos resultados obtidos na pesquisa
de Booth (1984), abordado na tabela 4 apresentada no capitulo 4, mostrando os
erros dos alunos e comparamos com os resultados obtidos em nossa pesquisa. (vide
tab.2 a cap.5) Construimos assim, um panorama das dificuldades apresentadas
pelos alunos brasileiros, durante o processo de ensino e aprendizagem do conceito
de expressodes algébricas, que contribuirda para novos temas de pesquisa e que
auxiliara os professores na elaboragao de metodologias, as quais ajudem os alunos

a superarem estas dificuldades.
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O processo de anadlise das atividades esta organizado da seguinte forma:
Descricao do desenvolvimento da atividade, baseada nos relatérios de observacgdes,
analise dos resultados através dos referencias tedricos, incluindo alguns trechos das
entrevistas semi-estruturada com o grupo de 20 alunos. Este grupo representa uma
amostra do grupo que participou da pesquisa composto por 45 alunos. Adotamos o
esquema de amostra, pois, nem todos os alunos participaram de todas as atividades
propostas. Sendo assim, tivemos que utilizar o sistema de amostra, selecionando 20

alunos que participaram de todas as atividades da sequéncia didatica.

Durante o processo de aplicagdo da sequéncia didatica, utilizamos 35
sessdes de 50 minutos cada. Tivemos que selecionar algumas das atividades de
nossa sequéncia devido a alguns fatores que ocorrem durante o processo de
aplicagao final das atividades, como os varios feriados que coincidiram com os
nossos dias de encontro com a turma e a feira cientifica desenvolvida na escola.
Mas estes fatores ndo afetaram nossos estudos, pois, ja haviamos aplicado a
sequéncia até a atividade 9. No entanto, tivemos que descartar as atividades 10, 11

e 12.

Outro ponto, a ser apontado durante esta aplicagcdo da sequéncia, foi que
levamos em consideragdo e respeitamos o ritmo de aprendizagem do grupo
estudado. Sendo assim, o numero de sessdes para o desenvolvimento da sequéncia
didatica pode ser estipulado em 40 sessdes de 50 minutos, considerando a

aplicagao das 12 atividades.

Durante o desenvolvimento das atividades contamos com dois observadores,
sendo um o professor da turma e o outro, a pesquisadora. Os observadores estavam

atentos a todas as agdes e estratégias que eram apresentadas pelos alunos durante
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0 processo de resolugdo das atividades propostas, que eram registradas por eles

nos relatérios de cada atividade.

A seguir, apresentamos as anadlises das atividades de nossa sequéncia

didatica.

5.5.2 Analise da Atividade 1 — Medida de Superficie

O objetivo desta atividade é reconhecer a forma (a representacgéao figural do
retdngulo) e trabalhar o conceito de area. (Utilizando-se, para isso, de unidades de

medidas ndo padronizadas).

A atividade consistia em medir uma carteira escolar de forma retangular,
utilizando unidades nao padronizadas.(quadrados 5 x 5 cm, retangulos 3 x 5 cm,

retangulos 10 x 5 cm).

5.5.2.1 Desenvolvimento da atividade

Ao iniciarmos a aplicacado da atividade 1, dividimos a turma composta por 45
alunos em 9 grupos heterogéneos, formados por 4 a 5 alunos. Em seguida,
nomeamos esses grupos utilizando-se as letras do alfabeto (A a I). Durante o
desenvolvimento da atividade teremos a participagdo de dois observadores (a
pesquisadora e o professor da turma). Ressaltamos que o professor da turma

recebia as atividades a serem aplicadas uma semana antes, na qual a pesquisadora
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e o professor discutiam os procedimentos adequados para cada atividade e quais

seriam os aspectos a serem observados nos alunos em cada atividade.

Nesta atividade participaram 44 alunos, sendo a turma composta por 45

alunos.

Cada grupo recebeu um kit diferente, composto por retangulos (10 x 5 cm),
quadrados (5 x 5 cm) e retangulos menores (3 x 5 cm), e a ficha da atividade. Nao

foram mencionadas as dimensdes das pecas para os alunos.

Cada grupo escolheu uma das carteiras retangulares que teria sua superficie
recoberta com as pecgas dos kits fornecidos. Os grupos comegaram a recobrir a
superficie das carteiras com as pecas dadas, apds terem executado as instrucoes
pedidas e as orientagdes iniciais da pesquisadora. Durante este processo, o grupo A
havia recoberto a superficie da carteira de um modo diferente dos demais grupos.
Eles haviam posicionado as pecas de uma outra forma, para recobrir a carteira,
utilizando as pecas na posi¢ao vertical ao invés da posi¢ao horizontal, diferente dos

outros grupos.

O erro cometido pelo grupo foi reconhecido por eles mesmos quando tiveram
que coletar os dados obtidos na medida da carteira pelos outros grupos. Notando a
diferenca entre os resultados obtidos pelos grupos que tinha o mesmo kit e o seu,
eles perceberam que havia uma diferenca de 4 pecas em relacdo a medida obtida
pelos demais grupos que usaram o mesmo kit (grupo B e C). O erro do grupo A foi
discutido coletivamente quando a pesquisadora montou o painel com os dados de

cada grupo.

Logo apds os grupos terem recoberto as carteiras, os representantes de cada

grupo foram trocando as informagdes entre si, anotando a quantidade de pecas
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utilizadas por cada grupo para recobrir a carteira, construindo assim uma tabela com
os registros e comparando os resultados entre os grupos que utilizaram o mesmo kit
de pecgas do seu grupo. Ao final desse processo, a pesquisadora pediu para que
alguns dos grupos informassem o numero de pegas utilizadas para cada Kkit,
ajudando-a na construgao do painel. Em seguida, ela discutiu os resultados obtidos
com o0s grupos e apontou as diferengas existentes entre os grupos. Notou-se que
dois dos grupos, que tinham recebido o mesmo kit, cometeram um erro na contagem
das pecas, obtendo resultados diferentes. Durante o processo de discussdo dos
resultados, a pesquisadora forneceu as medidas reais de cada peca dos kits e
realizou com os alunos os calculos que determinavam a area da carteira. Utilizando,
para isso, 0 numero de pecas da tabela construida, multiplicando a area da peca
pelo numero de pegas utilizadas para determinar a area do objeto medido, levando
os alunos a perceberem que a area era a mesma € O que variava era apenas a

unidade de medida.

Aplicamos esta atividade em duas sessdes de 50 minutos.

5.5.2.2 Andlise da atividade baseada no referencial teérico

Para analisarmos os resultados obtidos para esta atividade, decidimos utilizar
o estudo de caso, na qual selecionamos 4 grupos (formando trés de 6 alunos e um
de 7) dentre nove grupos que participaram desta atividade. Sendo assim,
analisamos a seguir o resultado de uma amostra composta por 25 alunos. Esta

amostra selecionada, representa os resultados obtidos, nos quais consideramos os
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mais significativos, além do mais, estes alunos participaram de todas as atividades

propostas para nossa sequéncia.

Durante o processo de observagdo nos grupos na aplicacdo da atividade,

registramos os principais conhecimentos mobilizados pelos alunos para resolverem

a situacao proposta, e em seguida elaboramos a tabela 8, contendo estes registros

que apresentamos a seguir. (Vide Tab.8).

Tabela 8. Observagbes dos conhecimentos mobilizados pelos grupos na atividade 1

Conhecimentos
Mobilizados

Grupo A

Grupo B

Grupo E

Grupo F

Reconhecimento das
figuras planas

Todos os alunos
ativaram este
conhecimento.

Todos os alunos
ativaram este
conhecimento

Todos os alunos
ativaram este
conhecimento

Todos os alunos
ativaram este
conhecimento.

Identificar as dimensdes
da figura (Base =
Comprimento e Altura =
Largura)

Todos os alunos
utilizaram este
conhecimento.

Todos os alunos
utilizam este
conhecimento.

Apenas 3 alunos
ativaram este
conhecimento.

Todos os alunos
utilizaram este
conhecimento.

Utilizacao da expressao
genérica da Area de
retangulos (A =b x h)

para determinar a Area

da carteira.

Todos os alunos
ativaram este
conhecimento.

Todos os alunos
ativaram este
conhecimento.

Somente alguns
alunos do grupo
ativaram este
conhecimento.

Todos os alunos
ativaram este
conhecimento.

Ativagao dos conceitos
de Area e Perimetro.

Somente
ativaram o
conceito de

Area.

Ativaram apenas o
conceito de Area.

Ativou os dois
conceitos, dando
a definicdo de
Perimetro para
Area.

Ativaram o
conceito de
Area.

Ao observarmos estes grupos, notamos que os grupos C e F foram os que

mais apresentaram dificuldades em diferenciar os conceitos de area e de perimetro,
através de sua descrigao na ficha da atividade, “area é a soma dos lados”, por esse
relato dos alunos constatamos os aspectos apontados nos estudos de Douady
(1986) e Baltar (2000), percebendo-se entdo que os alunos ainda nao conseguem

diferenciar estes conceitos.

Nesta atividade os alunos trabalharam dentro de trés quadros: no geométrico
através da forma e reconhecimento das figuras planas como quadrados e retangulos

€ a nogao de area, no numeérico por meio da determinagdo do valor numérico da
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area da carteira contando a quantidade de pecas utilizadas para recobrir a superficie
da carteira, e no algébrico por meio da utilizagdo da férmula de area de retadngulos

(A =b xh).

Durante o desenvolvimento desta atividade constatou-se a mudanca de
quadro da seguinte maneira: os alunos iniciam a atividade no quadro geométrico,
mobilizando seus conhecimentos geométricos descritos no paragrafo anterior e na
tabela 6, em seguida registram o seu pensamento, utilizando-se das representagdes
figurais em uma folha quadriculada (vide fig.18), conforme foi realizado por um dos
grupos. Em seguida passam para o quadro numérico, registrando o numero de
pecas utilizadas para medir o objeto, e em outro momento transitam para o quadro
algébrico calculando a area da carteira, adotando duas formas: utilizando a férmula
geral para calcular a area de retangulo A= b x h, ou utilizando a férmula: A = n x
Avigura geométrica - S€ndo assim, o aluno transita do quadro algébrico para o numérico,

do numérico para o algébrico, e do geométrico para o algébrico.
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Atividade: Com o Kit que o grupo recebeu execule 38 scguintes tarefns:

1) Recubra a superficic da carteima utilizando as pogas 3o jJogo que vood receheu;
2) Registre a quantidsde de pegas que serio necessarias para rooobrir o canteir:
3) Ao finalizar o regisiro da medidn da canteira, compare 0 nsultadd obtide com os

resultados dos putras grupos.

Escreva sias resposias no espago ahaixo:

bxhs
bake= M odnedes, 5 quodnadey = 1ixE = AC=88 Auelrodes

e ¥

%: 44 - % rousily
B iy - W oy
C= 44 -aﬁm:ia - gosmds

Figura 17. Protocolo do aluno da atividade 1

Na sequéncia do processo de desenvolvimento da atividade e analise de
resultados apresentamos as etapas da Dialética Ferramenta-Objeto que estiveram

presentes no decorrer desta atividade, como descrevemos a seguir:



234

A) Antigo, Ferramenta explicita

Nesta fase os alunos mobilizaram seus conhecimentos antigos nos quadros
geométrico e algébrico, através das nog¢des de area, comprimento (base) e largura
(altura), reconhecimento da forma de figuras planas, tais como retangulos,
quadrados, e relembraram a expressao geral para determinar area do retangulo (A =

b x h).

B) Pesquisa, novo implicito

Os alunos nao tiveram muita dificuldade na resolugao completa do problema
proposto. Cada aluno (individualmente ou em grupo) sabe que, a partir daquilo que
ele conhece, esta encarregado de fazer proposicées na qual ele devera argumentar
e confrontar com as dos outros alunos. Assim, a maioria dos grupos discutiu como
poderia medir a area da carteira. Alguns grupos acharam melhor colocar primeiro as
pecas no contorno da carteira e determinar os valores das dimensdes do objeto,
outros preferiram preencher por completo a carteira e depois contar o numero de
pecas utilizadas. Os grupos que adotaram definir as medidas da base e da altura ja

estavam utilizando seus conhecimentos algébricos por meio da expressao geral.

Durante o desenvolvimento desta fase de pesquisa e novo implicito,
encontramos as fases de acao, na qual os alunos agem por meio dos seus instintos
naturais ativando seus conhecimentos antigos, resgatados da etapa descrita
anteriormente, como o reconhecimento da forma geométrica e suas caracteristicas

geométricas assim como formas retangulares e quadradas, nogdes de comprimento
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(base) e largura (altura), conduzindo-os a fase de formulagdo, mobilizando seus
conhecimentos algébricos e aplicagdo da formula para calcular a area de retangulos

(A =b xh).

Baseado nos relatos do paragrafo anterior, constatamos que estas etapas séo
muitas vezes fundamentais para o progresso eficaz do desenvolvimento do aluno,
que através do uso da mudanga de quadros (formulagdo numérica de um problema
geométrico, a interpretacao grafica de forma numérica, entre outras), elabora novas
estratégias para resolver as situagoes propostas e assim, levando-o a construgao de
um novo conhecimento. Além de ocasionar situagdes nas quais podemos

desenvolver implicitamente novas ferramentas.

C) Explicitagao e Institucionalizag¢ao local

No desenvolvimento desta etapa do processo de aplicacido desta atividade,
deparamos com o problema apontado por Douady (1989) e Baltar (2000), referente
a dificuldade dos alunos em diferenciar as nocdes entre Area e Perimetro. Este fato
ocorreu quando observavamos o desenvolvimento do Grupo C, no qual os alunos
deste grupo pensavam que a area era a soma dos lados da figura. Percebendo esta
dificuldade a pesquisadora interveio no grupo. Inicialmente ela pergunta aos alunos
a respeito da nogao de Perimetro, (O que é perimetro para vocés? Como calculamos
o Perimetro das figuras?) com o intuito de investigar se as idéias dos alunos sobre
os dois conceitos geométricos eram semelhantes as dificuldades apontadas pelas
pesquisadoras relatadas anteriormente. Para estes alunos, o Perimetro era o

produto da base pela altura, ou seja, deparamos neste momento com esta



236

dificuldade dos alunos em diferenciar ambos os conceitos. Sendo assim, a

pesquisadora discute com eles que estas nocdes estdo erradas e, mostra através de

exemplos concretos e tedricos a diferencas entre eles. Além disso outros grupos

contribuem para a discussao, lembrando a diferencga entre as duas nocoes.

Podemos, assim, considerar que a discussdao coletiva de um erro ou

dificuldade dos alunos a respeito de conceitos matematicos podem ser resgatados

através deste instrumento.

Em seguida, os alunos trocaram informag¢des entre si, construindo uma

tabela, com os registros dos outros grupos, para determinar a area do objeto a ser

medido, conforme apresentamos na tabela 9.

Tabela 9. Registros dos alunos para a atividade 1.

Grupo Tipo de pecga e quantidade
Grupo A 44 retangulos maiores (10 x 5 cm)
Grupo B 44 retangulos maiores (10 x 5 cm)
Grupo C 44 retangulos maiores (10 x 5 cm)
Grupo F 88 quadrados (5 x 5 cm)
Grupo G 88 quadrados (5 x 5 cm)
Grupo | 147 retangulos pequenos (3 x 5 cm)

D) Institucionalizagao, estatuto do objeto, novo explicito

Nesta etapa, a pesquisadora construiu um painel coletivo com os dados

obtidos pelos grupos, que eram fornecidos pelos préprios alunos durante a

discussao.
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Esta discussao coletiva esclareceu algumas duvidas dos alunos, fazendo com
que eles notassem quais foram os erros cometidos por cada grupo. Em seguida,
foram calculadas as areas de cada peca (quadrado (A= 25cm?), retangulo maior (A=
50cm?), retangulo menor (A= 15 cm?)) e ao final multiplicada pelo niumero de pegas
de cada kit levando ao mesmo resultado para a area da carteira. O resultado que
obtivemos dessa atividade foi um rendimento de 80% de acerto, contra 20% de

erros.

Apos terminarmos a discussao coletiva dos resultados, percebemos que os
alunos conseguiram compreender que existem diferentes maneiras de medir um
mesmo objeto (no nosso caso a carteira retangular) e que podemos adotar unidades
padronizadas como centimetros, metros, milimetros, quildbmetros, entre outros, como
também, podemos adotar outras unidades de medidas nao-padronizadas, como
quadrados com dimensdes diferentes, retangulos, pedacos de barbantes com uma
determinada medida, tampinha de refrigerante, palito de fésforo, etc. Além disso, os

alunos compreenderam o conceito de area como medida de superficie.

Durante este processo, notamos alguns aspectos apontados por Duval (1994,

p.125) como as apreensdes perceptivas, discursivas, operatérias e sequencial.

Estas apreensdes estiveram presentes da seguinte forma: a apreenséao
perceptiva fez se presente quando os alunos se depararam com a situacao
proposta, para determinar a area da carteira escolar, partindo-se do kit fornecido; a
apreensao discursiva através da mobilizacdo dos conhecimentos antigos, como as
formas geométricas fornecidas como unidade de medida, tais como quadrados e
retdngulos; outras apreensbdes também foram observadas durante o processo
cognitivo e apontados por Duval (1995) como a visualizagdo, construgdo e

raciocinio.
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Além disso, Duval (1994) explicita a visualizagdo como um processo que
examina o espaco de representacdo, da ilustracdo de uma afirmacdo, para a
exploracao heuristica de uma situagao complexa, por uma breve olhada ou por uma

verificagao subijetiva.

Pela apreensao perceptiva, segundo Duval, o aluno interpretara a forma da
figura em uma situacdo geométrica, chegando a resolugao do problema em analise;
no nosso caso o0s alunos devem perceber a diferenca entre superficie e area de
figuras planas, como também, a utilizagdo de diferentes unidades de medidas nao

padronizadas.

Para Duval (1995), o conhecimento € mobilizado por um sujeito por meio de
uma atividade de representacdo. Sendo assim, os conhecimentos foram mobilizados
pelos alunos através do reconhecimento das formas geométricas utilizadas para a

determinagao da area do objeto estudado.

Ao final desta analise constatamos que a situacéo proposta ndo necessita de
todo o ciclo da Dialética ferramenta-objeto. Ela foi escolhida para estabelecer o
“milieu” do aluno, ou seja, prepara-lo para usar alguns objetos geométricos para a

construgao de conceitos relacionados com as expressoes algébricas.
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5.5.3 Analise da Atividade 2 — Variacdo de Area

Esta atividade tem o objetivo de mostrar que existem éareas diferentes,

mantendo-se uma das variaveis constantes.

Cada dupla de alunos devera construir retdngulos que conservam a mesma
altura e em seguida, calcular as areas de cada figura, comparar os resultados
obtidos e observar a proporcionalidade entre a variacdo da area em relacdo a

variacao da base.

5.5.3.1 Desenvolvimento da atividade

A classe foi dividida em duplas. Participaram desta atividade 39 alunos. Cada

dupla recebeu a ficha da atividade 2, uma régua de 40cm e uma folha quadriculada.

Ao serem dadas as instrucdes iniciais pela pesquisadora, assim os alunos
deveriam acompanhar as instrugdes fornecidas na ficha e desenhar os retadngulos

obtidos na folha quadriculada.

Eles iniciaram a atividade, completando a tabela adotando os numeros
inteiros para os valores das bases dos retangulos e em seguida iam transportando
essas medidas dos lados dos retangulos para a folha quadriculada, adotando uma
escala para realizar sua representacao (Cada dois quadradinhos representavam
1cm). Apos terem concluido os desenhos das figuras, passaram a calcular o valor da
area para cada uma das figuras. Esses calculos eram geralmente feitos

mentalmente. Todas as duplas associaram a tabela com a tabuada do 5, pelo motivo
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da altura ser constante. Todos os alunos escolheram valores de numeros inteiros
para as bases dos retangulos. Algumas duplas cometeram alguns erros nos calculos

das areas, cerca de 10%.(do grupo total de 39 alunos).

Em seguida, passaram a responder as questdes propostas para a analise da
tabela 1. Os alunos apresentaram maior dificuldade ao responderem a questédo 3 e

perceberem que a altura é constante.

Depois, responderam as demais questdes, onde foram solicitados quais
seriam os valores das bases dos retangulos cuja area era 30 cm? ou, qual seria o
valor da area cuja base fosse 15 cm. A maior parte das duplas realizou os calculos
mentalmente, para depois registrarem suas respostas. Outros, preferiram apenas
dar a resposta final. Mas, quando foram perguntados pela pesquisadora, eles
explicavam o seu desenvolvimento: € que eu peguei o valor da area e dividi por 5
ou, em outros momentos, eu multipliquei o valor da base por 5 para determinar a
area. Esses foram os comentarios, em geral, de quase todas as duplas que

participaram desta atividade.

Aplicamos esta atividade em trés sessdes de 50 minutos.

5.5.3.2 Analise da atividade baseada no referencial tedrico.

Em nossos estudos analisamos os resultados de uma amostra de 20 alunos
que selecionamos do grupo participante desta atividade que era composto por 39

alunos.

Nesta atividade eles mobilizaram as seguintes nog¢des: (Ver tab.10)
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Tabela 10. Conhecimentos mobilizados pelos alunos para a atividade 2.

Conhecimentos | Reconhecimento e identificagado de figuras Representacéo figural de

Mobilizados planas quadrilateros.

Etapa inicial Utilizag&o de escala e unidades de medidas | Associar a linguagem matematica

convencionais de base como comprimento e
(cm, m, cm?, m3). largura como altura.
Etapa inicial Ativagao dos conhecimentos prévios Aplicacao da expressao algébrica
mobilizados na atividade 1. para a area de retangulos
(A =bxh).
Etapa Final Aplicacao da proporcionalidade entre as Reconhecer o aumento e a

grandezas de area e de comprimento (base) diminuicdo da area e da base,
associado com a nogao de

variavel.
Etapa Final Utilizagao do célculo mental, para solucionar Generalizagao para situagao
as questdes propostas utilizando as proposta utilizando a férmula geral
operagdes envolvidas (multiplicagcéo e para area de retangulo.

divisao)

Durante o desenvolvimento desta atividade, notamos que os alunos néao
tiveram dificuldades para resolverem a situagao proposta, pois, fizeram associacoes
com a atividade 1. Dessa maneira percebemos que as caracteristicas da quinta fase
da Dialética ferramenta-objeto (Familiarizagéo e reinvestimento) estiveram presentes

durante esta atividade.

Além desta fase da Dialética ferramenta-objeto, apresentamos nossa analise

utilizando as demais fases desta teoria de Douady.

A) Antigo, Ferramenta explicita

Nesta etapa os alunos mobilizaram os seus conhecimentos geométricos,
trabalhados na atividade 1, conhecimentos aritméticos e algébricos para
completarem a tabela pedida e responderem as questdes propostas. (Ver tab.10 na

pagina anterior).
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Notamos uma facilidade dos alunos em mobilizarem estes conhecimentos
trabalhados anteriormente e ainda associarem e aplicarem os conhecimentos
aprendidos na atividade anterior. Citamos como exemplo uma das falas das duplas
A e D: “Devemos calcular a area dos retangulos multiplicando a base pela altura
assim como fizemos para determinar o nUmero de pecas necessarias para encontrar

a area da carteira que era retangular da atividade anterior”.

Todas as duplas adotaram uma escala para fazer a representagao geométrica
dos retangulos (adotando dois quadradinhos para representar 1cm). Os alunos néo

apresentaram dificuldades nas representagcdes geométricas.

Quando eles comegaram a completar a tabela pedida, na qual deveriam
escolher valores numéricos inteiros para a base e conservar o valor constante de 5
cm para a altura, eles ativaram outros conhecimentos prévios, no campo numeérico e
no campo algébrico, relacionando a tabela com valores da tabuada do numero 5.
Além disso, percebemos nos resultados analisados que 4 alunos grupo de 20
apresentaram erros nos calculos das areas dos retangulos. Esses 4 alunos
encontravam valores né&o inteiros para as areas dos retangulos multiplicando a base
pela altura. Isso ocorreu porque esses alunos estavam realizando a seguinte
operagao: multiplicavam as duas dimensdes e em seguida dividia por 2, ou seja,
estavam aplicando a area de tridngulo para calcular a area do retangulo. Foi
perguntado para estes alunos, de onde eles haviam tirado esta idéia de multiplicar a
base x altura e dividir por 2. Nenhum dos 4 alunos soube justificar sua resposta. A
pesquisadora discutiu coletivamente esta resposta com os alunos, explicando que
estas figuras sédo totalmente diferentes e ndo poderiam ser utilizadas para

determinar a area do retangulo.
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Na sequéncia da atividade, os alunos mobilizaram os seus conhecimentos a
respeito da proporcionalidade, variagcbes de area e base, como também, a
expressao geral para area de retangulos para responder as questdes propostas, que

solicitavam a determinacio de outras dimensdes utilizando esta férmula.

Na tabela 11, apresentamos os resultados de cada questdo proposta na

atividade 2 — Variacéo de Area.

Tabela 11°. indice de acertos e erros das questdes propostas da atividade 2.

Situagdo proposta na Numero de Alunos Porcentagem de Porcentagem de
Atividade 2 — Variagao de | que responderam as acertos (%) erros (%)
Area questdes
Construgao de retangulos,
cuja altura seja 5 cm. 20 100 -

(questao 1)

Preenchimento da tabela e

célculo da area. 20 80 20
(questao 2)
Comparacgao das
dimensdes dos retangulos. 20 70 30

(questao 3)

Reconhecimento da

férmula da area de 20 70 30
retdngulo
(questdo 4)
Comparacao das areas
dos retangulos. 20 85 15

(questao 5)

Aplicacao da férmula da
area para determinagao do 20 80 20
valor da base
(questdes 6, 8)

Generalizagao da férmula

da area para o caso 20 80 20
estudado.

(A =b x 5) (questao 9)

Perceber a nogao de
proporgao existente entre 20 a0 10
a variagao da Base e da

Area (questdo 10)

Baseando-se nos resultados apresentados na tabela 4, podemos fazer uma
breve analise do grupo de alunos estudados, tragando um perfil dos conhecimentos

matematicos.

® FONTE: ficha de resolugdo dos alunos.
NOTA: Foi analisada uma amostra de 20 alunos do grupo participante de 39 alunos.
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Constatamos que os 20 alunos da amostra selecionada de 39 alunos,
acertaram a resolugdo da questdo 1, na qual os alunos deveriam construir os
retdngulos na malha quadriculada, mantendo a altura constante (h = 5 cm),

conforme a Figura.1.

Ao analisarmos os resultados da questdo 5, notamos que 85% dos alunos
conseguiram observar a variagdo das areas dos retangulos e justificar suas
respostas através da variagdo das medidas das bases dos retangulos. Somente 15
dos alunos ndo conseguiram justificar a resposta, pois, ndo perceberam que

variando a medida da base a area muda.
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Figura 18. Protocolo de aluno para a representacao dos retangulos da questéo 1.
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Percebemos que os alunos possuem uma boa nocgao de representacgao figural
para figuras planas; sabem utilizar a idéia de escala para as dimensdes das figuras e

diferenciam as unidades convencionais de medidas (cm = centimetros, m = metros).

No preenchimento da tabela da atividade conforme apresentamos na figura 2,
notamos que apenas 80% dos alunos conseguiram aplicar seus conhecimentos
aritméticos por meio do calculo mental. Isto foi possivel reconhecer durante as
observacbes feitas nas duplas participantes. Os alunos sempre utilizavam a
expressao geral para a area de retangulos (A = b x h) para encontrarem os valores
das areas pedidas. Conforme nosso relato anterior apenas 4 alunos nao atingiram
0s objetivos propostos para o calculo da area dos retangulos, pois, utilizaram a

férmula errada para area de retangulos.

Nas questdes 6 e 8, referentes aos calculos das medidas da base ou da area
dos retangulos, obtivemos dois tipos de estratégias de resolugdo: a utilizagdo do
céalculo mental, por meio da aplicagao da férmula geral da area de retangulos: A= b x
h, ou dividir o niumero pedido por 5, para determinar o valor da base pedida,
conhecendo-se a area da figura, ou determinar a medida da base, conhecendo-se a
area por meio da multiplicacdo. Essas foram as maneiras utilizadas pelos alunos que

discutiam entre si e realizavam esses calculos mentalmente.

Notamos que os alunos nao apresentaram dificuldades em solucionar as
questdes propostas, somente 4 alunos ainda n&o conseguiram aplicar a férmula
correta para resolver estas questdes. Os objetivos propostos para esta atividade
foram atingidos considerando os indices de acertos variando numa média entre 70%

a 80% de acertos por questao, segundo a tabela 3, apresentada anteriormente.
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Os resultados obtidos nas questbes 9 e 10 apontam que 80% dos alunos
conseguiram justificar suas respostas e perceberam que a area aumenta ou diminui
em funcdo da medida da base. E que podemos escrever expressdes genéricas para
o calculo da area, quando uma das grandezas € constante, ou seja, em nosso caso

A= Db x 5, sendo a altura constante (h= 5).

Depois de discutirmos os resultados das questdes propostas para esta
atividade e também enumerarmos os conhecimentos mobilizados pelos alunos,
mostraremos outras etapas da Dialética Ferramenta-Objeto que estiveram presentes

no processo de ensino-aprendizagem desta atividade.

B) Pesquisa, novo implicito

Alguns alunos apresentaram dificuldades na resolu¢ao da atividade proposta,
conforme relatamos na fase anterior, quando discutimos os conceitos mobilizados

para a resolucio da atividade.

Notou-se que cada dupla discutia e procurava resolver os problemas
propostos através de uma discussao coletiva. Isto ocorreu, principalmente, na fase
de preenchimento da tabela 1 da atividade. E, depois, para responder as demais

questdes.

Nestas fases de agao e de formulagao, muitas vezes o progresso vem de uma
mudanc¢a de quadro de trabalho (formulagdo numérica de problema de geometria,
como também, a aplicagdo de uma formulagao algébrica para a numérica, como no

caso desta atividade).
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Durante a aplicagado desta atividade os alunos utilizaram os conhecimentos
aprendidos anteriormente como o conceito de area de retangulos, o reconhecimento
da forma geométrica, a distingdo entre as grandezas de comprimento e largura,
utiizando uma nova linguagem matematica, usando a palavra base para
comprimento e altura para largura. Além desses saberes que foram empregados
pelos alunos, notamos que eles conseguiram assimilar que para determinarem as
medidas da area e da base, deveriam utilizar as operacdes aritméticas adequadas
para solucionarem as situagdes propostas. Assim, adotaram a multiplicacdo e a

divisao para encontrarem estes valores.

Os novos saberes a serem assimilados nesta atividade foram a variagao da
medida da area do retangulo em fungdo da medida da base; a observagdo que uma
das dimensbes do retangulo era constante, como no caso da altura; e que a medida

da area é o produto entre a medida da base e da altura.

Nesta atividade os alunos transitaram por diversos quadros (geométrico,
numeérico e algébrico). Iniciaram a atividade no quadro geométrico, passando para o
algébrico através a aplicagado da formula de area de retadngulo, em seguida para o
numérico e ao final retornam ao quadro algébrico por meio da generalizagdo da
expressao algébrica para retadngulos com altura constante. Este processo de ensino
descrito acima, mostra a importancia da utilizagao do jogo de quadros desenvolvido
por Douady, como um instrumento importante para a construgdo do conhecimento
matematico, pois percebemos que estas passagens contribuiram para a

aprendizagem do grupo estudado.

Em seguida, passamos para a terceira etapa da Dialética Ferramenta-Objeto,
na qual apresentamos algumas observagdes importantes para que os alunos atinjam

os objetivos especificos desta atividade.
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C) Explicitagao e Institucionalizag¢ao local

Nesta fase os alunos aplicaram a férmula geral para area de retangulo,
procurando encontrar os valores solicitados pelas questbées como: sendo a area de
um retangulo de altura 5 cm igual a 30 cm?, qual é a medida da base? Para que os
alunos encontrassem a resposta, tiveram que acionar seus conhecimentos prévios
no campo algébrico, relacionado a formula da area de reténgulo (A = b x h),
considerando h =5 cm e a area igual a 30 cm? e, em seguida, mobilizaram o campo
numérico montando as relagcdes e aplicando seus conhecimentos operacionais
utiizando as operagdes aritméticas (multiplicacdo e divisdo). Durante o
desenvolvimento desta atividade os alunos foram questionados como chegaram ao

resultado. Vejamos alguns destes relatos:

Entrevistadora: Como vocé chegou a medida da base medindo 6 cm?
Dupla B: Nés dividimos o valor da area do retangulo igual a 30 cm? pela altura que é

5 cm, chegando a base igual a 6 cm. b = 3?0 =6cm

Ja, a dupla D quando foi questionada sobre o problema respondeu da seguinte

forma:

Dupla D: Dividimos 30 por 5 que é igual a 6. Registro da dupla D: 30cm® +5cm igual

a 6cm
No entanto, a dupla E respondeu da seguinte maneira:

Dupla E: Multiplicamos por 6 cm pois sabiamos que a altura media 6 cm e que 6 x 5

€ igual a area dada (30 cm?). Forma de registro da dupla: A area da base é 6 pois
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Ao questionarmos os alunos a respeito dos valores encontrados para as

dimensdes pedidas, percebemos que esta turma utiliza-se muito do calculo mental,

ou seja, os alunos realizam as operagdes sem efetuar os registros no papel,

colocando o resultado direto. Para analisarmos o raciocinio da turma durante os

desenvolvimentos das atividades, solicitamos a estes que registrassem suas

estratégias de resolugdes para as questdes propostas.

Conforme apresentamos os registros abaixo por meio dos protocolos dos

alunos, para esta dupla nado foi necessario solicitar que registrassem suas

estratégias de resolugao.

Ficha de atividade do aluno —Atividade 2: Variacio de Area

oy

Mome do aluno:

Atividade: Execute as seguintes tarefas:
1- Construir retingulos, cuja altura seja 5 cm em uma malha quadriculada.
2- Apds ir os retdngulos na malha quadriculad plete a uma tabela

com as medidas dos retingulos e calcule as dreas destas figuras.

Base (b)(cm) Altura (h)(cm) Area (A)(cm?)
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- Compare os retingulos que voeds fizeram. Sdo todos iguais?

- Olhando a tabela a cima, como vocé caleulou a drea de cada retangulo?

- Vocé encontrou algum retangulo que tem drea igual?

- Sendo a drea de um retingulo de altura Sem igual a 30cm?, qual € a medida

[- R R N

da sua base 7

7- Sea base for 15 cm, qual € a sua drea?

- E se d drea fosse 50 cm®?

- Depois de vocé analisar a tabela acima, explique como podemos calcular a

drea de qualquer retingulo que tem altura 5 cm 7

10- Olhando a coluna da base o que acontece com a area quando a medida da
base aumenta? E quande diminui? Como vocé pode representar esta
situagio?

Obs: Responda as questdes na folha anexa.
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Ficha de atividade do aluno —Atividade 2: Variacio de Area

Nome do aluno: (GAUMM ke 8.5;_“,7 _Ilﬂp.ue-f)@ua n

Atividade: Execute as seguintes tarefas:

1- Construir retangulos, cuja altura seja 5 cm em uma malha quadriculada.

2- Apés construir 0s retingulos na malha quadriculada, complete a uma tabela

com as medidas dos retingulos e calcule as dreas destas figuras.

Base (b)(cm) Altura (h)(cm) Area (A)(cm?)
2P 5 BS ot
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9- Depois de vocé analisar a tabela acima, explique como podemos calcular a

drea de qualquer retdngulo que tem altura 5 ¢m ?
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10- Olhando a coluna da base o que acontece comn a drea quando a medida da
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Figura 19. Protocolo de aluno da atividade 2
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Percebemos que alguns alunos nao tém o costume de registrar o processo de
seu raciocinio. No grupo analisado, cerca de 30% das respostas mostraram que os
alunos nao tém o habito de utilizar o registro matematico para justificar suas
respostas, colocando apenas o resultado final, por julgarem que o calculo mental?, ja
seria suficiente para justificar a resposta. Os alunos que deram esta resposta foram
questionados pela pesquisadora e pelo professor da turma, que mostraram a

importancia do registro matematico na resolugéo dos problemas propostos.

Nas questdes 9 e 10, obtivemos 20% de erro nas respostas que representam
os alunos que ndo conseguiram escrever a expressao para a area do retangulo A= b
X 5 ou A = 5b e ndo souberam visualizar que ao aumentarmos o valor da medida da
base, aumenta a medida da area ou, se diminuirmos a medida da base a éarea ira
diminuir.

Nota-se a falta de algumas apreensdes citadas por Duval (1994), segundo
este pesquisador o aluno interpretara a forma da figura em uma situagédo geomeétrica,
chegando a resolugao do problema em analise. No grupo analisado foi constatado
que 20% dos alunos tiveram dificuldade em reconhecer a forma para a situagéao
geométrica apresentada, além de nao perceberem as modificagbes existentes na
forma da figura, quando foi perguntado se existe algum retangulo com medidas
iguais, levando ao aluno a associar estas caracteristicas citadas que esta figura

poderia ser um quadrado.

No entanto, nota-se presente nos 80% dos alunos analisados, que as

apreensdes Sequencial, Discursiva, Perceptiva e Operatoria, observadas por Duval

* Calculo mental: representa a habilidade dos alunos de realizarem as operagdes aritméticas
utilizando o seu raciocinio mental, sem a utilizagéo do registro matematico.
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(1994), foram utilizadas pelos alunos durante todo o desenvolvimento da atividade,

conforme foram descritas nas etapas anteriores.

Durante este desenvolvimento constamos que os alunos usavam diversas
formas de tratamentos, tais como o calculo numérico para determinar as areas dos
retangulos, o calculo algébrico através da representagcdo da expressao geral para
area dos retangulos proposto no problema, assim como, também, na aplicagcao da
férmula geral (A = b x h), entre outros. Ja as conversdes estiveram presentes
através da manipulacdo das operagoes aritméticas da divisdo e as representacoes

figurais.

Segundo Duval (1994), dado o enunciado de um problema, pode-se esbogar
a figura geométrica, que é ancora das hipoteses (conversdo da representacéo
linguistica/ natural para a representacédo figural) e assim, realizar as operagdes
matematicas (conversdo para registro algébrico ou aritmético) definidas pelo

enunciado.

Na construgdo de um conhecimento, a representagdo semiotica dos registros
matematicos vincula-se as concepgdes prévias que o aluno tem sobre os
conhecimentos em pauta. Para que este processo ocorra o professor deve ter como
objetivo um sistema de ensino-aprendizagem que socialize este saber do aluno,
transformando-o em um conhecimento universal sistematizado. Dessa maneira,
entendemos que a partir das representagdes/concepcdes prévias dos alunos

podemos transforma estes saberes prévios na construgcado do saber cientifico.

No paragrafo acima, mostramos a importancia do registro matematico no
processo de ensino-aprendizagem do aluno, como também, os pontos importantes
destacados pela teoria de Duval, como as conversdes e tratamentos realizados

pelos alunos durante o desenvolvimento de cada atividade.
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Finalizamos esta analise apresentando o desenvolvimento da quarta fase da
Dialética Ferramenta-Objeto, na qual mostramos nossas discussdes e conclusdes
sobre os resultados dos alunos obtidos na atividade e as idéias apresentadas na

discussio coletiva.

D) Institucionalizagao, estatuto do objeto, novo implicito

Nesta etapa da Dialética Ferramenta-Objeto, a pesquisadora coletou algumas
das respostas dadas pelas duplas e selecionou as principais dificuldades dos alunos
enfrentadas nesta atividade e em seguida, discutiu-as coletivamente, através do

painel construido com os resultados obtidos pelos alunos.

Durante a discussdo das dificuldades dos alunos, deparamos com o erro
cometido pelos 4 alunos da atividade anterior, que ainda estavam utilizando a
férmula de area de tridngulos para o calculo da area de retangulos. Percebendo que
estes alunos ndo estavam conseguindo assimilar a diferenga entre elas, a
pesquisadora, partiu para a comparagao geométricas entre as figuras, por meio das
caracteristicas fisicas de cada figura. Em seguida discutiu com esses alunos e
conjuntamente porque estas figuras sédo diferentes entre si, muitos alunos, que
sabiam as diferencas entre as duas figuras, deram suas contribuicbes para
esclarecer juntamente com a pesquisadora e o professor da turma, tornando mais
claro para estes 4 alunos estes conceitos. Constatamos, também, que eles
souberam aplicar corretamente as unidades de medidas para cada uma das
grandezas pedidas, assim como, a aplicagdo das escalas para os desenhos e a

utilizacdo da régua. A nogao de variavel também esteve presente na maioria do
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grupo, cerca de 80% dos alunos responderam corretamente a questao proposta e
participaram atentamente da discussdo coletiva com a classe respondendo as
questdes levantadas pela pesquisadora durante o debate das respostas da
atividade. Apds a discussao coletiva, observamos que os alunos conseguiram
institucionalizar os seguintes conhecimentos: a nogéo de variavel, que o conceito de
area € um produto entre a medida da base pela altura, as diferencas entre as
unidades de medidas de comprimento e de area, nogcao de constante levando a

construgéo da expressao genérica para este estudo de caso.

Percebemos que 80% dos alunos conseguiram atingir os trés objetivos
propostos previstos para esta atividade: verificar que a area do retangulo é o produto
entre a medida da base e a medida da altura; perceber a variacdo da area,
conservando-se uma das grandezas lineares constante e, variando a outra;
constatar a relagao de proporcionalidade entre a variacdo da area e a variagao da

base.

Assim, finalizamos nossos estudos a respeito dos resultados obtidos para a
atividade 2 desta sequéncia didatica. A seguir, discutimos e analisamos o0s

resultados da atividade 3.
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5.5.4 Analise da Atividade 3 — Conservacdo da Area, relagdo entre as duas

dimensoes.

Esta atividade tem o objetivo de mostrar que podemos obter diferentes

retdngulos que conservam a mesma area.

Cada dupla de alunos devera construir retdngulos que conservam a mesma
area e em seguida, comparar os valores da base e da altura identificando seu
campo de variagao e as restricbes colocadas para o desenvolvimento da atividade;
analisar a relacdo da area com a base e altura, associando-as como divisores do
numero dado, sendo que divisores desse numero (corresponde ao valor da area

dada), estavam restritos aos numeros naturais.

5.5.4.1 Desenvolvimento da Atividade

A classe foi dividida em duplas. Cada dupla recebeu um kit contendo a ficha

da atividade, uma régua de 40 cm e uma folha quadriculada.

A pesquisadora deu as orientacdes iniciais para os alunos. Participaram desta

atividade 40 alunos.

Os alunos iniciaram a atividade preenchendo a tabela 1, na qual deveriam

determinar os valores para a base e a altura, cujo produto fosse igual a 24 cm?.

Durante o preenchimento da tabela eles utilizaram todos os valores inteiros
que fossem divisores do numero 24. Ao se esgotarem as possibilidades com

numeros inteiros cujo produto era 24, trés das duplas A, B, D levantaram a seguinte
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questdo para a pesquisadora: podemos agora utilizar numeros decimais? Ja
utilizamos todos os numeros inteiros da tabuada que multiplicados dao resultado 24.
A pesquisadora, autorizou a utilizagdo de um ou dois exemplos de numeros decimais
ou racionais que eles conhecessem que resultassem no valor igual a 24. Entao
estas duplas pensaram no exemplo: 0, 5 x 48 = 24 que foi a resposta dada por 80%

dos alunos que participaram desta atividade. Observou que todas as duplas

utilizaram o registro na forma decimal (0,5) ao invés do fracionario Gj e se

restringiram apenas para a divisao pelo numero 2, esquecendo-se dos outros

divisores que poderiam ser utilizados [%} = 24, ou seja, utilizaram poucas formas

de registros para representar o resultado. Isso comprova, também, a dificuldade que
os alunos tem em trabalhar com numero racionais, esses resultados sao
comprovados nas pesquisas de Maria José Ferreira da Silva (1997), entre outros

pesquisadores.

Depois, os alunos registraram os valores encontrados para a area igual a 24
cm?. A pesquisadora interveio e fez uma discussao paralela relacionada a utilizagcao
de valores néo inteiros, como os decimais e 0s racionais, ja que esta questao seria
levantada na discusséo coletiva. A pesquisadora mostrou outros exemplos usando
0s numeros decimais e fracionarios que resultavam no numero pedido. Os alunos
perceberam as diferentes formas de representar a area do retangulo. Além disso,
fizeram relagdes e associagdes com a atividade 2, na qual eles deveriam determinar
a area conservando a altura igual a 5 cm e, nesta atividade era a area que deveria

ser constante e igual a 24 cm>?.
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Os alunos completaram a tabela 1 e, na seqiéncia, responderam as questbes
sobre as variagdes entre as medidas da base e altura. Uma das situagdes proposta
foi: qual seria o valor da medida da base de um retangulo cuja altura mede 12 cm?
Para a questao proposta acima obtivemos as seguintes resolugdes, algumas duplas
responderam que o valor da base seria igual a 2 cm, pois, adotaram a seguinte
estratégia, como sabemos que a area é constante e igual a 24 cm?, realizamos a
seguinte operagao: 2 x 12 = 24 entéo, a base vale 2; outras duplas preferiram utilizar
o processo de divisao: 24 +12 = 2. Durante a execucao desta atividade os alunos
realizavam os calculos mentalmente e, em seguida, registravam na folha da

atividade.

Foi observado pela pesquisadora, que quando os alunos responderam as
questdes propostas 5, 6 e 7, eles ndo apresentaram muita dificuldade, por terem
associado esta atividade com as atividades anteriores e assim mobilizaram a

expressao algébrica para a area (A= b x h).

Finalizadas as questdes propostas, a pesquisadora selecionou algumas das
respostas dadas pelas duplas construindo um painel e discutindo esses resultados
com a turma. Notou-se que a maioria dos alunos conseguiu responder as questdes
levantadas pela pesquisadora e que eles haviam percebido que nesta atividade a
area era constante e que as variaveis eram a base e a altura. Todos sabiam a
diferenca entre multiplo e divisor dos numeros o que contribuiu para o
desenvolvimento da atividade e o preenchimento da tabela. A ocorréncia dos erros
foi muito baixa, mostrando que os conhecimentos aprendidos na atividade 2 foram

absorvidos e que estes alunos perceberam a ligagao entre as duas atividades.

Esta atividade foi desenvolvida em trés sessdes de 50 minutos.
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5.5.4.2 Analise da atividade baseada na Fundamentagao Teérica

A) Conhecimento antigo

Na analise dos resultados desta atividade 3, quando estamos na primeira fase
da Dialética Ferramenta-Objeto, procuramos observar se o0s conhecimentos
mobilizados pelos alunos nas atividades anteriores que contribuiriam para o
desenvolvimento desta atividade. Ou seja, baseado na Dialética Ferramenta-Objeto
de Douady, na 52 fase, conhecida como Familiarizagado, na qual o aluno utiliza o
novo conhecimento construido para resolver a questdo proposta, notamos que isto
ocorreu durante esta atividade, pois, a maioria das duplas fez associacdes entre as
questdes pedidas nesta atividade com a anterior e, por esse motivo, mobilizaram os

seguintes conhecimentos. (Ver tabela 12)

Além disso, é valido lembrar que Douady (1986) enfatiza a necessidade da
familiarizagdo para constatar se o objeto anteriormente estudado seria reutilizado
como ferramenta nas atividades propostas. Sendo assim, a construcido de
retdngulos teve como finalidade possibilitar o desenvolvimento do raciocinio nessa

atividade, por se tratar de uma figura ja conhecida pelos alunos da 72 série.



Tabela 12. Conhecimentos mobilizados pelos alunos para a atividade 3.

Conhecimentos

Reconhecimento e Identificagdo de

Representacao figural de

Mobilizados figuras planas quadrilateros.

Etapa inicial | Utilizacdo de escala e unidades de Associar a linguagem matematica de
medidas convencionais. base como comprimento e largura
(cm, m, cm? e m?) como altura.

Etapa inicial | Ativagdo dos conhecimentos prévios | Aplicagdo da expresséao algébrica
mobilizados na atividade 1. para a area de retangulos (A =b x h).

Etapa Final Utilizar a nogao de multiplos e Reconhecer o aumento e a
divisores do numero 24 e fazer diminuicao da base e da altura,
associagbes com a tabuada. associado com a nogao de variavel.

Etapa Final Utilizagao do calculo mental para Observar que diferentes retangulos

solucionar as questdes propostas
utilizando as operagdes envolvidas.
(multiplicacdo e divisdo)

podem ter a mesma area.
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Durante o desenvolvimento desta atividade 3, cada dupla mobilizou os

conhecimentos utilizados na atividade anterior, na qual cada dupla teve que

determinar as areas dos retangulos com altura constante, além de outros

conhecimentos necessarios para esta atividade 3. Eles utilizaram a mesma

estratégia de resolugao da atividade 2, fazendo associagbes com as tabuadas dos

nameros 3, 4, 6, 8, 12 e 24 que sdo os divisores da area constante (no caso

adotamos o valor de 24 cm?).

Apos os alunos terem esgotado as possibilidades com numeros inteiros, eles

levantaram a seguinte questdo: Podemos utilizar valores decimais ou fracionarios

para determinar outros retangulos com esta area? Muitos alunos pensaram

. . ~ ]
automaticamente no valor 0,5, ao invés da sua representacao fracionaria 5 para

determinar a area pedida (24cm?).

Em seguida as duplas passaram a responder as questdes propostas,

iniciando a segunda fase da dialética.
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Nesta etapa, podemos constatar que os alunos nao apresentaram muita

dificuldade em resolver as situagdes propostas. Por este motivo apresentamos um

quadro com os resultados obtidos e fazemos uma breve analise da atividade.

Tabela 13°. indice de acertos para as questdes proposta da atividade 3.

Situagao proposta na Atividade 3-
Variagao de Area

Ndmero de Alunos
que responderam
as questoes

Porcentagem
de acertos (%)

Porcentagem
de erros (%)

Construgao de retangulos, cuja area

seja 24 cm?.(questado 1) 20 100 -
Preenchimento da tabela e calculo da
area usando valores inteiros (questao 20 90 10
2)
Uso de ntimeros racionais’ para
determinacao da area (questao 2 20 50 50
extra)
Comparacao dos valores da base e da
altura (questao 3) 20 70 30
Reconhecimento da férmula da area
de retadngulo para determinacéo da 20 100 B
base (questéo 4)
Comparacéo entre os valores da base
e da altura. (questao 5) 20 100 B
Utilizacao da férmula da area para o
caso estudado. (A = b x h) (questao 6) 20 80 20
Generalizagéo da férmula da area (b x

20 90 10

h = 24)

Observa-se, pelos resultados obtidos, que os alunos apresentaram pouca

dificuldade na resolugcédo da atividade. Algumas dessas dificuldades, tais como na

questao 6 na qual os alunos deveriam responder que eles utilizaram a férmula geral

da area (A = b x h) para determinar os valores da base e altura, 40% das duplas

® FONTE: ficha de resolugao dos alunos.

NOTA: Foi analisada uma amostra de 20 alunos do grupo participante de 40 alunos.
” Neste item foi observado o uso de valores decimais e fracionarios para as medidas de base e altura,

determinando a area de 24cm?
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responderam que utilizaram a tabuada, outros 40% a férmula geral e somente 20%
responderam errado esta questdo. Outra dificuldade apresentada pelos alunos foi
quanto ao reconhecimento das medidas dos retédngulos 30% n&o conseguiram

visualizar estas grandezas como variaveis, na questao 2.

Constatamos que na questdo 4, todas as duplas acertaram o resultado,
utilizando trés vias de resolucao: utilizando a multiplicacédo 2 x 12 = 24, dividindo 24
por 12 = 2, ou através do calculo mental. Quanto as respostas dadas a questao 5,
notamos que os alunos tiveram maior dificuldades em justificar sua resposta,
associando o retangulo de lados iguais com o quadrado, a maioria das duplas
respondeu que nao havia retangulos de medidas iguais € nem pensavam no caso se
poderia haver. Apenas uma dupla conseguiu chegar na resposta esperada da nossa
analise a priori, na qual esperavamos que eles pensassem no caso do retangulo ser
um quadrado, por causa das medidas iguais. A maioria dos alunos respondeu que
nao havia retangulos de lados iguais e que eram todos diferentes, somente
possuiam mesma area. Consideramos correto a interpretagcao da diferencga entre os

retdngulos e a compreensao da area constante como corretas.

Na questdo 6, obtivemos diferentes respostas que justificavam os valores
encontrados para a base e a altura, 40% responderam que o método utilizado foi a
tabuada e os outros 40% responderam que usaram a férmula geral da area A=b x h.

Apenas 20% nao souberam responder corretamente esta questao.

Na questdo 7, constatamos que 90% dos alunos conseguiram generalizar,
chegando a expresséo 24 = b x h, e deram diversos exemplos: 3 x 8 = 24, 4 base x 6
altura = 24, b x h = 24. Uma das duplas também generalizou as expressdes para

24
determinar o valor da base, como adupla E, b = % eh= e
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Dessa forma constatamos que os alunos conseguiram apresentar um
rendimento de aprendizagem satisfatério com 85% de acertos, devido a sequéncia
didatica elaborada, fazendo uma ligagéo entre as atividades 1, 2 e 3, que auxiliaram

na aprendizagem dos alunos.

Notamos, também, que as caracteristicas da 32 fase da Dialética ferramenta—
objeto estiveram presentes na 22 fase sendo trabalhadas conjuntamente, como
apresentamos nos paragrafos anteriores. Por isso ndo iremos descrever a 32 fase,

passando automaticamente para a 42 fase.

C) Institucionalizagao — Status de objeto

Nesta etapa, a pesquisadora coletou algumas das respostas dadas pelas
duplas, construindo um painel e discutindo os erros cometidos pelos alunos,
levando-os a refletirem sobre as questdes, como o caso da questao 5, na qual fez a
comparagao entre o quadrado e o retangulo, mostrando que todo quadrado é
considerado um retangulo através das propriedades geométricas dos angulos retos,
pois todo retdngulo tem quatro angulos retos (ou seja 90°). Entdo, todo quadrado é
um retangulo, mas nem todo retangulo € um quadrado, pois, para ser um quadrado
a figura deve atender a duas condig¢des: ter quatro angulos retos e quatro lados de
medidas iguais. Outro aspecto discutido foi sobre a questao 3, na qual alguns alunos
nao perceberam a questdo de variavel e que os valores da altura e base eram
alternados, como no caso 3 para altura e 4 para base, representava um tipo de

retangulo, e outro na qual 4 para altura e 3 para base era outro retangulos diferente.
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Como os valores atribuidos para a base e altura ora aumentavam, ora diminuiam

considerando assim, estes elementos como variaveis.

Ao final da discussdo percebemos que conseguimos atingir alguns dos
objetivos levantados na nossa analise a priori, que diferentes retdngulos podem ter
mesma area, conforme o caso estudado; que a maioria dos alunos conseguiu
mobilizar conhecimentos aprendidos nas atividades anteriores. Além disso, eles
souberam aplicar a expressao geral para calcular a area dos retangulos e também
conseguiram generaliza-la para o caso em estudo (24 = b x h). Outros aspectos,
também foram observados como: os registros numéricos, algébricos e geométricos
que estiveram presentes em todo o desenvolvimento da atividade, no qual
percebemos os alunos transitarem pelos quadros envolvidos, do geométrico para o
numérico na primeira fase, do algébrico para o numérico na segunda fase e na

ultima fase do numérico para o algébrico.
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5.5.5 Analise da Atividade 4 — Diferenciando Area de Perimetro

Esta atividade tem como objetivos: diferenciar Area de Perimetro; determinar
as diferentes medidas dos lados dos retdngulos tendo o perimetro constante,
evidenciar que a Largura e o Comprimento sdo grandezas lineares; concluir que a
medida da Area de retangulos é o produto das medidas dos lados, obtidos através
da expressao A4 =bxh; trabalhar com o conceito de variavel, através da analise das
dimensbes dos retangulos formados, construir expressdes algébricas que
descrevam o perimetro como soma das medidas dos lados do retangulo (base,
altura); traduzir numericamente as relagdes simbdlicas distinguindo as expressdes
do perimetro, semiperimetro e area; verificar que a area é uma grandeza
bidimensional, pela analise da mudanca de unidades de medidas dos lados que
estdo em cm (centimetros), e chegando-se a unidade de area o cm? (centimetro

quadrado).

Sabemos por meio das pesquisas de Douady (1986), Baltar (2002) e outros
pesquisadores, que estes conceitos acima sao considerados uma das grandes

dificuldades dos alunos, pois, eles confundem estes dois objetos matematicos.

Procuramos observar se os resultados apontados nas pesquisas citadas
apareceriam nesta atividade. Além disso, estaremos observando os tipos de
registros matematicos realizados pelos alunos, baseados nas concepgdes da teoria
de Duval e as fases da Dialética ferramenta-objeto, que fazem parte da nossa

fundamentacao tedrica .

Na sequéncia, descrevemos o desenvolvimento desta atividade.
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5.5.5.1 Desenvolvimento da Atividade

A sala foi dividida em 8 grupos, totalizando 37 alunos. Cada grupo recebeu
um kit contendo dois fios de arame de 50cm, uma régua de 40cm, uma folha

quadriculada e a ficha da atividade.

Foi proposta aos alunos a seguinte situagao-problema: deveriam construir um

galinheiro retangular para suas galinhas usando 50 metros de cerca.

Esta atividade esta dividida em duas partes (parte A e parte B). Na parte A os
alunos devem construir cinco retangulos utilizando os fios de arame (50cm)
conforme as instrugcdes dadas pela pesquisadora no inicio da atividade. Os alunos
devem utilizar todo o comprimento do fio para formarem os retangulos, adotando

valores inteiros para as medidas da base e da altura.

Depois devem medir as dimensdes dos retangulos com a régua e transferi-las
para a folha quadriculada, adotando uma escala de representacao, conforme as
atividades anteriores e, em seguida preencher a tabela 1. Nesta parte trabalhamos

com os seguintes conceitos: perimetro, semiperimetro, largura e comprimento.

Na parte B, os alunos estardo trabalhando os conceitos de area e
comparando as diferengas entre area e perimetro, por meio da comparagao entre as

tabelas 1 e 2.

No desenvolvimento da parte A desta atividade, os grupos dividiram as
tarefas entre si, dois alunos construiam os retangulos utilizando os dois fios, outros
dois alunos mediam as dimensbes das figuras, um aluno desenhava na folha
quadriculada e o outro registrava os valores na tabela1, conforme apresentamos a

sequir:
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Tabela 14. Resultados retirados da tabela 1 da atividade 4 — parte A

Base (b) Altura (h) b+h C=2b+2h
17,0 8,0 25,0 50,0
18,5 6,5 25,0 50,0
15,0 10,0 25,0 50,0
19,0 6,0 25,0 50,0
20,0 5,0 25,0 50,0

Fonte: Resultados retirados dos protocolos dos alunos da atividade 4

Para desenvolver a atividade os alunos construiam o retangulo, retiravam as
medidas e registravam na tabela 1. Esse processo se repetiu durante a construgao
dos cinco retangulos. Apds completarem as duas primeiras colunas da tabela 1, os
alunos preencheram as colunas 3 e 4, utlizando as expressbdes fornecidas

(b+h,C=2b+2h). Em seguida, analisaram os resultados obtidos nestas colunas,

nas quais a 3? coluna apresentava um valor constante igual a 25 cm, e a 42 coluna
um valor constante igual a 50 cm. Dessa forma os alunos fizeram associagbes com
os fios utilizados, no qual a medida encontrada na coluna 4 representa o

comprimento do fio e a coluna 3 a metade do comprimento do fio.

Para responderem as questbes propostas para a tabela 1, os alunos
utilizaram as seguintes estratégias: O grupo B e D utilizaram a subtragdo como meio
para determinar os valores da base e da altura do retdngulo, sabendo-se que a
soma entre eles € igual a 25 cm; escrevendo a seguinte expressdoh =25—-boub =
25 — h. Ja os grupos E e F, adotaram a estratégia da soma: se a base vale 14 cm,
entdo a altura vale 11 cm. Notamos que todos os grupos ao analisarem os trés
retdngulos formados, observaram que poderiam utilizar estas estratégias para

encontrar os valores dos novos retangulos, assim como, para responderem as
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questdes 6 e 7 propostas. Uma hipétese levantada pelos grupos foi a utilizacdo de

numeros nao inteiros, com uma variagao de 0,5 cm.
Os grupos A, B D e E levantaram esta hipétese da seguinte forma:

Grupo A: Podemos também utilizar valores decimais para as medidas dos

lados do retdngulo?

Entrevistadora: Sim, poderiamos utilizar. Quais seriam os valores que vocés

pensaram?

Grupo A: A base valendo 20, 5 cm e a altura 4,56 cm ou a altura valendo 18,5

cm e a base 6,5 cm. Variando de meio em meio.

Os relatos do grupo A foram idénticos aos demais grupos citados, mudando
apenas nos exemplos dados. A pesquisadora que pretendia discutir a hipotese de
utilizar os numeros racionais positivos como unidade de medida, no final da
atividade, teve que intervir na classe levantando essa discussao coletiva, durante o
desenvolvimento da atividade, mostrando os exemplos dos outros grupos para esta
situacdo e dando outros exemplos possiveis para as dimensdes dos retangulos,

utilizando os valores decimais e ampliando para os fracionarios .

Depois desta discussdo, os grupos retornaram a atividade respondendo as

questdes e terminando os desenhos na malha quadriculada.

Ao responderem a questdo 10, da parte A desta atividade, os alunos
apresentaram dificuldade em escrever uma nova expressao partindo-se das duas
expressdes dadas para o calculo dos valores da coluna 3 e da coluna4.(b +h, C =
2b + 2h). Apenas dois grupos conseguiram escrever a expressao: o Grupo B, que,

aplicando a propriedade distributiva para relacionar as duas expressdes C = 2 x ( b+
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h) e o Grupo D : b+ h = —. O grupo E somente percebeu que um representava a

<
2
metade do outro, mas, ndo chegou a registrar a expressédo. Apenas estes grupos

conseguiram chegar a resposta correta. Os demais ndo conseguiram expressar esta

idéia algebricamente.

Na sequéncia, os alunos passaram a resolver as questdes propostas para
parte B da atividade, transferindo os valores da tabela 1 para a tabela 2 e calculando
a area dos retangulos. Ao terminarem os calculos, eles responderam as questdes

referentes a tabela 2.

Na primeira questdo o grupo deveria definir o que era area para eles; sendo
assim a maioria dos grupos respondeu que era uma regido interna da figura e
também fizeram uma relacdo com a férmula geral da area de retangulos A=b x h e

dando como exemplos as areas do retangulo e do quadrado.

Os grupos calculavam os valores das areas dos retangulos utilizando sua
formula geral, aprendida nas atividades anteriores da sequéncia didatica. Para
responder as demais questdes propostas na parte B, os alunos utilizavam-se
também do calculo mental, colocando a resposta direta, quando eram questionados
a respeito de suas respostas justificavam da seguinte forma: multiplicamos o valor
da base pela altura e encontramos a area, ou dividimos o valor da area pela altura
ou pela base. Outros grupos ja escreviam a expresséo que utilizavam para encontrar
os valores pedidos, mobilizando os conhecimentos aprendidos nas atividades

antecedentes a esta, que ajudaram na resolugdo do problema proposto. Sendo

. . : ~ A
assim, os alunos utilizavam as seguintes expressdes b=—,h = 5 ou escreveram 12

;)

=6 x h, onde h = 2 cm, que da doze.
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Quando os alunos terminaram de responder a questdes da parte B, a
pesquisadora coletou alguns dos resultados obtidos da parte A da atividade e
discutiu-as coletivamente. Depois, passou a recolher os resultados para as questdes
propostas na parte B, discutindo as dificuldades e os erros cometidos nesse trajeto.
Analisando os resultados obtidos na parte A, percebemos que os alunos
apresentaram maior dificuldade em escrever as expressdes algébricas equivalentes
para as duas expressdes dadas nas colunas 3 e 4 da tabela 1. Dessa forma, a
pesquisadora demonstrou como poderiamos escrever as expressdes equivalentes
para este caso e também ampliou esta discussdo para outros casos da matematica.
Além disso, destacou a importancia da utilizagao da propriedade distributiva, que
apesar da turma saber o que representava esta propriedade a maioria néao
conseguiu visualiza-la e aplica-la para solucionar a questdo proposta. Foram
apresentadas as seguintes expressdes algébricas para a discussdo coletiva
C=2x(b+h), mostrando aos alunos a propriedade distributiva; em seguida foi
discutida a utilizacdo da letra W como variavel a ser utilizada para representar a
expressao b +h e, foi relatado aos alunos que eles poderiam ter escolhido outra letra

do alfabeto diferente das ja utilizadas. Sendo assim, podemos relacionar as duas

expressodes da seguinte forma: W = % ou poderiamos escrever C =2xW .

ApOs apresentarmos as expressoes, levantamos a seguinte questdo: o que
seria perimetro para eles? E, como poderiamos calcular o perimetro desses
retdngulos? Alguns alunos responderam da seguinte maneira : somando os lados
dos retangulos (P =2b+2h), 70% deram esta resposta e, 10% responderam,
(P =bxh), outros multiplicando a base pela altura (P =bxh). Deram esta resposta

20% dos alunos, entédo os alunos que haviam respondido que o perimetro é a soma
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dos lados, corrigiram os colegas, dizendo que esta expressao estava errada, pois,
era a formula da area. A pesquisadora explicou que os dois conceitos eram
diferentes, pois, o perimetro é determinado pela soma de todos os lados da figura,
dando exemplos dos retangulos, trapézios, tridngulos, e outras figuras. Além disso,
pediu oralmente para que a sala escrevesse uma expressao para o retangulo
desenhado no quadro negro, tendo base igual v e altura igual a t, os alunos,
oralmente responderam P =2v+2¢ em seguida ela solicitou que eles comparassem

com a expressao da coluna 4 da tabela 1. C =2b+2h.

Sendo assim, os alunos perceberam que as duas expressdes eram iguais, e
que eles haviam calculado o perimetro dos retadngulos e que todos estes possuiam
um perimetro igual. Depois, a pesquisadora perguntou aos alunos o0 que
representaria a expressao b+h? Os alunos responderam que representa a metade

do valor do perimetro.

Entdo a pesquisadora explicou que esta expressdo representa o
semiperimetro, ou seja a metade do valor do perimetro, e esclareceu as duvidas dos

10% que responderam que o perimetro € a soma apenas de dois lados.

Em seguida, a pesquisadora coletou os resultados obtidos na tabela 2, da
parte B da atividade, discutindo as respostas dadas para o que seria area para eles.
Depois perguntou como eles calcularam os valores das areas? E todos disseram
que foi pela expresséo geral. Em seguida levando a seguinte questdo: Podemos ter
retdngulos com perimetros iguais e areas iguais? Para que os alunos conseguissem
responder esta questdo a pesquisadora pediu que os alunos comparassem o0s
valores encontrados nas tabelas 1 e 2 e, observassem os resultados obtidos. A
maioria da sala respondeu que nao; 70% dos alunos conseguiram relacionar os

conhecimentos aprendidos na atividade 3 com area constante com esta questédo
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verificando que nesta o perimetro era constante (50cm) e que, na atividade 3 a area
era constante (24cm?); notando que no caso desta atividade todas as areas eram
diferentes. Por este motivo, ndo era possivel conservar o perimetro constante e a
area também. Somente 30% conseguiram fazer relagbes entre o perimetro
constante e area diferente, através da analise das tabelas. Coletadas as respostas
dos alunos, referentes a hipotese levantada, a pesquisadora discutiu os resultados
com os alunos e deu alguns exemplos no quadro, mostrando que nao é possivel

conservar os dois.

Ao final da discussao, a pesquisadora mostrou que os conceitos de Perimetro
e Area sdo diferentes, e que suas unidades de medidas também. O Perimetro é
obtido pela soma de lados da figura e utiliza as unidades de centimetros, metros
entre outras que sdo consideradas lineares. J& o conceito de Area é o produto entre
duas grandezas: o comprimento (Base) e a largura (Altura), utilizando-se como
unidades de medidas o centimetro quadrado (cm?) e o metro quadrado (m?),
podendo, assim, ser consideradas unidades bilineares. Assim, o Perimetro € uma

grandeza unidimensional e a Area é uma grandeza bidimensional.

Para o desenvolvimento desta atividade foram utilizadas 6 sessbes de 50

minutos.
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5.5.5.2 Analise da atividade baseada na Fundamentagao Teérica

Ao analisarmos os resultados obtidos nesta atividade procuramos descrever
as fases da Dialética ferramenta-objeto, os quadros envolvidos no desenvolvimento
da atividade, assim como, as formas de registros e representagdes dos alunos.
Estudo do lado cognitivo dos alunos, estratégias de resolugao e erros e dificuldades
apresentadas pelos alunos durante o decorrer da atividade. Procurando assim,
verificar se nossa fundamentacdo tedrica composta pela Dialética Ferramenta-
Objeto de Douady (1986) e a Teoria de Registros e Representacdo Semidtica de

Duval (1993), estiveram presentes.

Nesta atividade notamos a presenca das 4 fases da Dialética Ferramenta-
Objeto: Conhecimento Antigo, Pesquisa do novo implicito, Explicitacdo e
Institucionalizagéo Local e Institucionalizagdo Status objeto. Os quadros envolvidos

nesta atividade: Geométrico, Algébrico e Numérico.

Apresentamos, a seguir, nossa analise dos resultados através das fases da

Dialética.

A) Conhecimento Antigo

Nesta etapa os alunos mobilizaram os seguintes conhecimentos matematicos
(ferramentas) para resolverem a situagao proposta, que apresentamos na tabela 14

a seguir:
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Conhecimentos

Reconhecimento e Identificagao de

Representacao figural de

Mobilizados figuras planas quadrilateros.
Etapa inicial | Utilizag&o de escala e unidades de Associar a linguagem matematica de
medidas convencionais. base como comprimento e largura como
(cm, m, cm? e m?) altura.
Etapa inicial | Ativagdo dos conhecimentos prévios Aplicagado das expressdes algébricas
mobilizados nas atividades 2,3. dadas para o semiperimetro (b+h), e
Perimetro (C = 2b+ 2h)
Etapa inicial | Ativar os conhecimentos no quadro Reconhecer o aumento e a diminuicao
(Parte A) numeérico, para o algébrico, para deter- | da base e da altura, associado com a
minar o valor numérico do Perimetro e nocéao de variavel.
Semiperimetro, proposto na parte A da
atividade.
Etapa Final Escrever uma expresséo algébrica Escrever uma expresséao algébrica que
(Parte A) equivalente as duas expressdes determine os valores da base e da
utilizadas (C = 2b+ 2h e b+h) altura. (b =25 -h)
Etapa inicial | Ativar os conhecimentos matematicos Utilizar a expresséao geral para area de
(Parte B) trabalhados nas atividades 2 e 3. retdngulos (A =b x h)
Etapa Final Utilizagao do calculo mental para Observar que os diferentes retangulos
(Parte B) solucionar as questdes propostas podem ter areas diferentes.

utilizando as operagdes envolvidas.
(multiplicacdo e divisao)

Através da tabela 14 da atividade, mostramos alguns dos conhecimentos

mobilizados pelos alunos durante as etapas iniciais e finais das partes A e B, que os

levaram a diferenciar os conceitos de Perimetro e Area e a escreverem novas

expressoes algébricas para resolverem as situagdes propostas.

Notamos que a utilizagdo do material concreto auxilia os alunos na construgao

do conhecimento e tornando a aprendizagem mais significativa.

Durante o desenvolvimento da atividade, na qual os alunos manipulavam o

material concreto (o fio), eles mobilizaram seus conhecimentos geométricos quanto

a forma, caracteristicas, dimensbées e visualizacdo do problema. Nesse caso

encontramos os tracos, tanto da teoria de Douady (1986) como das concepgdes

apresentadas na teoria de Duval (1994).
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Para resolverem a parte A da atividade percebemos que os alunos utilizaram
como ferramentas para solucionar a questdo, os conhecimento geométricos como a
forma, reconhecendo a forma retangular, depois a interpretagcdo da linguagem
matematica no enunciado do problema. Dessa forma, eles foram construindo as
figuras pedidas. Apos construirem os retangulos pedidos, executaram sua
representacdo figural acionando os seus conhecimentos em relagdo ao campo
geométrico com o numérico, adotando o sistema de escala e a unidade de medida
para representar a figura criada. Em seguida, eles ativaram seus conhecimentos
geométricos identificando os conceitos de base e altura, passando para o campo
algébrico por meio da interpretacdo da expressao algébrica; depois mobilizaram
seus conhecimentos no campo numérico utilizando os seus conhecimentos
aritméticos por meio dos calculos dos valores numéricos das colunas da tabela 1.
Esse processo de ativacdo de conhecimentos prévios também ocorreu durante o
desenvolvimento da parte B, quando os alunos preenchiam a tabela 2, utilizando a

expressao algébrica geral para area de retangulos.

Nesta etapa pudemos observar, tanto no desenvolvimento da parte A como
na B, como funciona a transformagdo do pensamento algébrico em numérico e,
quais foram as dificuldades dos alunos neste processo, além de verificarmos alguns
dos aspectos e erros apontados nas pesquisas de Kieran (1989), Baltar (2000),

Kuchemann (1981), Booth (1984), entre outros.

Podemos constatar que os alunos fizeram uma selecao de ferramentas para
utilizarem na resolucdo da questdo proposta, por meio dos conhecimentos

matematicos construidos anteriormente.

Percebemos, que durante a aplicacdo da seqUéncia didatica, os alunos

conseguiram elaborar suas estratégias de resolugdo para o problema proposto,
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utilizando os conceitos construidos nas atividades anteriores, isto nos mostra que
estes saberes, de fato foram assimilados pelos alunos, contribuindo para o

desenvolvimento do seu lado cognitivo.

Na préoxima fase da Dialética, apresentamos a tabela 15 com os resultados
obtidos com esta atividade, onde apontamos e discutimos as dificuldades dos alunos

durante o seu desenvolvimento.

B) Pesquisa do Novo Implicito

Durante esta etapa, os alunos apresentaram algumas dificuldades no decorrer
do processo de desenvolvimento da atividade, nas questdes 9 e 10 da parte A, onde
os alunos deveriam construir uma nova expressao equivalente as duas expressdes

dadas.

A seguir apresentamos os resultados desta atividade na tabela 15 e, logo
apos, abordamos quais foram os erros cometidos pelos alunos. Selecionamos para
serem analisados os resultados de 4 grupos compostos por 5 alunos (numa amostra

de 20 alunos).

Procuramos verificar alguns conceitos e nog¢des que foram mobilizados
durante a resolucdo dos problemas propostos aos alunos no decorrer desta

atividade, como, também, os conceitos de Perimetro e Area.

Vejamos agora os resultados da atividade na tabela 15, a seguir:
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Numero de | Quantidade | Quantidade
Questodes da Atividade 4 alunos de acertos de erros

analisados (%) (%)
Construgao de Retangulos e suas representacgdes
geomeétricas. 20 100 -
(questbes 1 e 2 da parte A)
Aplicagdes numéricas nas expressodes algébricas (b+ h, C
=2b+2h) 20 100 -
Diferenciar variavel de constante, por meio da analise das
colunas 1, 2, 3, 4 da tabela 1. 20 100 -
Determinacao dos valores da base e da altura por meio
da generalizagéo de expressodes algébricas. (b =25—h, h 20 100 -
= 25— h, b+ h =25)
Escrever expressdes equivalentes para as expressdes
utilizadas nas colunas 3 e 4 da tabela 1, parte A 20 50 50
Mobilizagao da férmula de area de retadngulos (A= b x h)
Tabela 2 — parte B 20 100 -
Aplicacao da férmula da area para a determinar a medida
da base, altura e éarea. 20 90 10
Reconhecimento das operagdes aritméticas e
generalizagdo da expresséo da area de retdngulos 20 100 -
Reconhecer o conceito de Perimetro 20 80 20
Reconhecer o conceito de Area 20 80 20
Reconhecimento e aplicagdo da propriedade distributiva. 20 50 50

Através dos resultados apontados na tabela acima, constatamos que, apesar

de termos obtido alguns resultados consideraveis para as questbes propostas,

notamos que os alunos ainda possuem dificuldades em diferenciar estes dois

conceitos e, também, na aplicacdo e reconhecimento das propriedades aritméticas,

tais como: a distributiva, que teve um indice baixo (50%). Além disso, também, os

alunos apresentaram dificuldades em escrever novas expressdes algébricas

equivalentes as utilizadas, exigindo assim novos métodos de ensino para estes

conceitos, a fim de que os alunos compreendam melhor.
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C) Explicitagao e Institucionalizagao Local

Durante o desenvolvimento desta atividade notamos que esta fase ocorreu
conjuntamente com a fase anterior, pois, os alunos trocaram informagdes entre si, e
levantaram hipoteses para as situagdes propostas, além de fazerem associacdes
dos elementos pedidos nesta atividade com as atividades 1, 2 e 3. Essas
caracteristicas apresentaram-se da seguinte forma: todos os grupos mobilizaram os
conhecimentos construidos nas atividades anteriores, como a expressao geral para
area de retangulo, as formas retangulares, as grandezas comprimento (base),
largura (altura), que contribuiram para a resolugdo do problema proposto como
também, deixaram os alunos mais seguros para construir a estratégia que os levaria

a encontrar a resolucao do problema.

D) Institucionalizagao — status de objeto

No decorrer do desenvolvimento da atividade, a pesquisadora teve que
antecipar alguns dos conceitos a serem discutidos na etapa coletiva, conforme
citamos na etapa 2 da Dialética ferramenta-objeto, pois, os alunos levantaram uma
das hipoteses: 0 uso dos numeros decimais e fracionarios como medidas dos lados
dos retangulos. Quando a pesquisadora fez a institucionalizagao, ela coletou outros
resultados apresentados pelos grupos, oralmente, registrando em um painel. Em
seguida, perguntou aos grupos o que seria perimetro para eles? Foram dadas trés
respostas: Perimetro € a soma de dois lados da figura; Perimetro € a soma de todos

os lados da figura; Perimetro é a multiplicagdo da base pela altura. Apos,
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apresentadas estas respostas, a pesquisadora perguntou quais delas estariam

corretas?

Dos nove grupos formados, 6 responderam que a segunda resposta estaria
correta, dois grupos acharam que a primeira estaria correta, e apenas 1 grupo achou
que a terceira estaria correta. Neste momento, houve uma troca de opinido entre o
Grupo A e B, em relagao ao grupo F, que achava que o perimetro era a multiplicagao
entre a base e a altura. Os alunos corrigiram automaticamente os colegas dizendo,
que a resposta do grupo estava incorreta, pois, isto era para determinar o valor da
area e nao do perimetro, como ndés tinhamos resolvido a atividade 3 da aula anterior.
A pesquisadora utilizou-se das idéias apontadas pelos alunos dos grupos A e B, que
poderiamos definir o conceito de Perimetro como sendo a soma de todos os lados
de uma figura, dando exemplos dos perimetros de outras figuras como triangulos,
trapézios, quadrados e outras formas irregulares. Em seguida, aproveitou e discutiu
0 conceito de area e, o que seria area para eles e, porque eles estavam utilizando a

area como sendo a multiplicacdo da medida da base pela altura.

Os alunos mobilizaram os conhecimentos aprendidos nas atividades
anteriores, como trabalhar com a medida da base e altura conservando a area, e
sabendo-se que a area do retangulo € obtida pela multiplicagdo da medida da area
pela medida da altura, conseguiram, dessa forma, resolver as questdes propostas
nessa atividade, onde, na parte A deveriam somar as duas dimensdes chegando
nos conceitos de perimetro e semiperimetro. Ja, na parte B utilizaram o conceito
direto de area, calculando o produto entre as duas dimensdes. Além disso, quando
representamos o retdngulo, podemos constatar o valor obtido para a area pela
quantidade de quadradinhos que ha no interior da figura. Segundo a explicagéo dos

alunos acima, notou-se que eles relacionaram o conceito de area através da
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expressao geral e também por meio da representagcado figural, que se tornaram
ferramentas importantes para construirem novas estratégias de resolugao para os

problemas propostos.

Ao final da discussao, percebemos que a classe conseguiu atingir a maioria
dos objetivos propostos para esta atividade, como diferenciar os conceitos de
Perimetro e Area, e aplicar corretamente este conhecimento na resolugdo da
atividade. Também, podemos constatar que realmente as dificuldades apontadas
nas pesquisas de Douady (1986), Baltar (2000), Facco (2003), entre outros, ainda
persistem, seja em paises como o Brasil e a Franga. Essas dificuldades podem
variar de acordo com a estrutura do grupo analisado. Em nosso caso, notamos
algumas dessas dificuldades apontadas por elas, como confundir-se ao utilizar o
conceito de area para determinar o valor do perimetro. Ja o erro das unidades de
medidas entre os dois conceitos ndo ocorreu, pois, todos sabiam quais eram as

unidades para cada um dos conceitos.

Em relagdo aos registros, os alunos sabiam fazer suas representacgoes
corretamente, conforme solicitado na atividade. Somente ao responderem a questao
10, eles tiveram maior dificuldade na construcdo de uma expressao equivalente para

as duas expressoes utilizadas na tabela 1, da parte A, da atividade.

A seguir, apresentamos os resultados da atividade 5, analisamos
essencialmente os conhecimentos mobilizados pelos alunos para resolver esta
atividade, baseados nos objetos construidos nas atividades anteriores, como os
alunos transitam do campo algébrico para o numérico e, como eles interpretam a

linguagem matematica utilizando o simbolismo algébrico.
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5.5.6 Analise da Atividade 5 — Trabalhando com Variaveis

Na analise dos resultados obtidos para esta atividade procuramos observar
como se da a passagem do pensamento algébrico para o numérico e vice-versa,
procurando diferenciar as expressdes algébricas entre si, como os problemas
apontados nas pesquisas da comunidade cientifica, tais como: 2x da expressao x2,
que é apontado como uma das grandes dificuldades dos alunos e, também, como o
aluno aplica e utiliza as propriedades aritméticas. Estamos interessados em observar
como eles compreendem os registros matematicos, baseados na teoria de registros

e representagdes semiodticas de Duval.

Apresentamos, a seguir, o desenvolvimento da atividade 5 e, também,

comentamos os erros e as idéias apresentados pelos alunos durante a aplicagao.

5.5.6.1 Desenvolvimento da Atividade

A turma foi dividida em duplas, das quais 18 delas (36 alunos) participaram

desta atividade. Cada uma recebeu a ficha da atividade 5, contendo trés exercicios.

A pesquisadora deu as instrucdes iniciais para os participantes, que em
seguida, comecgaram a responder o exercicio 1, o qual pedia que os alunos
escrevessem as expressoes algébricas que determinavam o comprimento C do fio.
Todas as duplas fizeram associagcdes com a atividade anterior, na qual tinham que
somar a medida do comprimento com a medida da largura. Todos nao apresentaram
dificuldades na resolugéo deste exercicio e escreveram as seguintes expressoes: a+

b;x+x=2x; x+y+ z entre outros. Notamos que todos os alunos chegaram a
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conclusao que cada letra representava uma parte do fio C, podendo assumir valores

iguais como x +x, ou diferentes com x +y + z.

Na sequéncia, resolveram o exercicio 2, no qual deveriam completar as duas
tabelas com as expressdes algébricas, onde deveriam aplicar seus conhecimentos
algébricos e numéricos, ou seja, passar do quadro algébrico para o numeérico,
através das operacdes aritméticas. Os alunos partiam da concepcao de que o
comprimento do fio € 10 cm e estava dividido em duas partes X e Y, conhecendo-se

o valor de X, eles deveriam encontrar o valor de Y (outro segmento).

Ao completarem a tabela 1, os alunos ndo apresentaram dificuldades, pois,
todos utilizaram a expressdoY =10- X, para encontrarem o valor pedido. Depois
passaram a calcular os valores numéricos das expressdes dadas. Durante a
execucao dos calculos aritméticos para completarem as colunas da tabela 1, os
alunos nao apresentaram dificuldades nas operagdes de adicdo e subtracdo, pois,
associaram as expressdes com a atividade 4, como a expressao x + y, com a
expressao b + h, e aplicaram a multiplicagdo, por meio da expressdo XeY,
relacionando esta expressdo com a da area de retangulos b x h. Também
observamos que os alunos souberam interpretar as expressdes 2x e x?, na primeira
os alunos dobravam o valor de x, e na segunda eles elevavam ao quadrado, ou seja,
multiplicando o numero por ele mesmo. A maioria conseguiu completar corretamente
as colunas, apenas 6 alunos nao conseguiram diferenciar as duas expressdes, como
os erros apontados nas pesquisas de Kieran (1989), Booth (1984), Baltar (2003),
entre outros. Notamos que esta confusao entre a aplicacdo das duas expressoes
citadas acima, continuam ocorrendo, pois, os alunos continuam duplicando o valor
de x, na expressao x?, ao invés de multiplicar este valor por ele mesmo, ou seja,

para estes alunos as expressodes 2x e x? S40 a mesma coisa.
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Durante o desenvolvimento da atividade constatamos o erro, comparando os
resultados das duas colunas, como no exemplo citado x = 1, 5 para a coluna x* .
Estes alunos colocavam como resposta 3, pois, realizavam a operacao 2 x 1,5 =3,
ao invés de 1,5 x 1,5 = 2,25. Vendo esta situacdo a pesquisadora interviu
perguntado a estas duplas: Por que x? para este valor era igual a 3? Entao as duplas
responderam que era s pegar o expoente dois e multiplicar pelo numero. Este tipo
de resposta € comum de se encontrar para este tipo de aluno que ao invés de elevar
0 numero ao quadrado, multiplica o expoente pela base. A pesquisadora retomou a
questao dos valores obtidos e explicou o que representa a expressao x2, utilizando
como ferramenta a Geometria, através da area do quadrado. Ela levantou as
seguintes questdes com esses alunos, como se calcula a area do quadrado? Qual é
a caracteristica do quadrado? Qual é o valor do lado? E assim chegou a expressao
x? = x.X. Em seguida, deu exemplos numéricos, mostrando o que representava esta
expressao e a diferenca dela com a outra. Além disso, ela relembrou a 5% operacao
aritmética a potenciacdo com os alunos, como também estendeu isso para o caso do

x3, relacionando a questao do volume e suas unidades.

Apos esta discussdo os alunos terminaram o preenchimento da tabela 1, e
passaram a responder as questdes referentes as expressdes algébricas trabalhadas
na tabela. Percebemos que na questao referente a expressao x? os erros dos alunos

diminuiram; apenas 3 alunos persistiram no erro (x = 2x).

Em seguida, os alunos passaram a preencher a tabela 2, na qual trabalharam
com expressoes diferentes da tabela 1, mas, existia uma relacdo entre elas, tais
como : a expressao 2x + x, tinha uma relacdo com as colunas 1 e 3 da tabela 1 ou,
que aos alunos poderiam perceber que multiplicando o valor da coluna 1 por 3

obteriam o valor desejado. Durante a resolugcao desta questao proposta, os alunos
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optaram pelas seguintes estratégias de resolugdo: somar os valores de x + 2x,
adotado por 80% da turma. No entanto, a opcédo de resolver a expressdao dada
chegando a resposta 3x, e ver que multiplicando os valores da coluna 1 da tabela 1
por 3, encontramos os valores para a expressao x + 2x. Apenas 20% dos alunos
conseguiram perceber esta equivaléncia entre as expressdes. Através desta
observacado, podemos constatar que os alunos apresentam dificuldades em
visualizar as equivaléncias entre as expressdes e outros recursos que podemos

aplicar para encontrar o resultado pedido.

Na tabela 2 notamos que as expressfes nas quais os alunos apresentaram
maiores dificuldades foram 4x* e 2x + 3y, pois, ndo perceberam que deveriam
multiplicar a coluna 5 da tabela 1 (x?) por 4, para determinar a coluna da tabela 2. Ja

na segunda expressao a dificuldade ocorreu na questao de triplicar os valores de .

Porém, os alunos conseguiram resolver com maior facilidade as expressoes
3xy e 5x - 3y, associando os valores ao triplo do valor de xy e, depois multiplicando

por 5 os valores de x e por 3 0os de y e em seguida subtraindo os valores.

Ao completar a tabela 2, a pesquisadora discutiu os resultados obtidos nas
tabelas 1 e 2, comparando as operacdes e as questdes de equivaléncia entre as
expressoes, a questdo de quadrado, dobro e triplo de um numero. Além disso,
perguntou oralmente aos alunos, como poderiamos escrever expressdes que

representassem o dobro de um numero? Triplo? Diferenca entre dois numeros, etc.

Em seguida, pediu aos alunos para que respondessem a atividade
complementar, na qual deveriam escrever as expressoes algébricas pedidas, de

acordo com as sentencgas dadas.
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Notamos que os alunos tiveram dificuldades em responder estas sentencas,
pois ativaram, provavelmente, os seus conhecimentos numéricos, ao invés de
utilizarem letras para construirem as expressodes algébricas. Isto ocorreu porque nao
prestaram atencdo nas orientagcbes para esta atividade, na qual a pesquisadora
havia dito que para construir expressdes algébricas utilizamos letras que podem

assumir diferentes valores numéricos.

Acreditamos que esse tipo de erro, pode ter ocorrido, porque estes alunos
durante algum tempo, estiveram submetidos a um sistema mecanico de ensino-

aprendizagem, do estilo “siga 0 modelo”, deixando de interpretar o que era pedido.

Entdo, neste caso, quando eles leram o enunciado do exercicio
complementar: escreva as expressbes algébricas nao associaram o fato que
deveriam utilizar letras a invés de numeros, dessa maneira, quando era pedido o
dobro de um numero, eles adotavam um valor numérico e determinavam o valor
dobrado, dessa forma erravam as questdes. Foi o que notamos em 60% da turma,
que comecou o exercicio utilizando numeros. No momento constatamos que
algumas duplas n&o tinham compreendido o enunciado do problema, ou seja, o
termo sentencga algébrica, sendo assim, deveriam utilizar letras ao invés de numeros.
A pesquisadora salientou a diferenga entre numérico e algébrico. Assim, os alunos

puderam compreender as diferencas entre ambas.

Alguns dos alunos compreenderam que estavam dando respostas erradas
para o exercicio e procuraram escrever as expressoes utilizando letras, de modo que
o erro, que era de 60% dos alunos, foi reduzido para 20%. Somente 40% dos alunos

conseguiram determinar as expressodes algébricas utilizando as letras.
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Ao final do exercicio a pesquisadora retomou a discussao para esta atividade,
mostrando, novamente, as diferencas e dando exemplos orais e questionando os

alunos oralmente.

A atividade foi desenvolvida em 4 sessoes de 50 minutos.



287

5.5.6.2 Analise dos resultados da atividade

Para analisarmos os resultados obtidos para esta atividade, escolhemos uma
amostra maior para ser analisada sendo formada pelos 36 alunos, por terem

apresentados algumas respostas interessantes para esta atividade.

Notamos que a teoria de Duval, esteve presente durante todo o processo de
desenvolvimento da atividade, por meio da interpretacdo dos registros matematicos
realizados pelos alunos. A transformagdao do pensamento algébrico em numérico
ocorreu de maneira adequada durante a aplicagao das atividades propostas. Apenas

na atividade 2, com as tabelas os alunos apresentaram mais dificuldades.

Ja na atividade complementar, na qual os alunos deveriam fazer uma
representacdo algébrica ao invés da numérica, deparamos com a dificuldade de
interpretacdo da linguagem matematica, o que ocasionou um baixo rendimento

nesta atividade.

Para apresentarmos os resultados obtidos desta atividade e discutirmos os

erros dos alunos, montamos a tabela 17.



Tabela 17. Resultados dos exercicios propostos na atividade 5

288

Tipos de Expressdes dadas na atividade 5 Numero de alunos % Acertos | % Erros
analisados

Expressoes do exercicio 1: a+b ; x + X =2x; x+y + 2z 36 100 -

Expressoes da Tabela 1.
1) Valorde Y=10 - X 36 100 -
2)2x 36 100 -
3)10-X 36 100 -
4) Xz 36 88 12
5) X+Y 36 100 -
6) XeY 36 100 -

Questoes referentes as diferengas entre as

expressodes: 2 X e X? 36 72 28

a) Como vocé calculou o valor de X??

Resposta: multiplicando x. x = X?

b) Como vocé calculou 2x?

Resposta: x + x = 2x 57° 28

Resposta 2. x 15

c) as expressodes 2x e X? sao diferentes? 36 72 28

Expressdes da Tabela 2. 36
a) 2x+x 100 _
b) 2x + 3y 100 -
c) 4x? 11 89
d) 3xy 100 -
e) 5x-3y 100

Resultados da atividade complementar 36 78 22

Fonte: resultados obtidos dos protocolos dos alunos

Constatamos, pelos resultados obtidos, que os alunos possuem uma grande

dificuldade na compreensao da linguagem matematica, como também, na forma de

interpretar as expressdes algébricas. Segundo os resultados obtidos nas questdes

propostas na atividade complementar, percebemos que as expressdes da tabela 2

(4x? e 5x - 3y) foram as que os alunos apresentaram maior dificuldade em interpretar

e realizar as transformagdes numéricas. Tornando evidente que os alunos ainda

apresentam certa dificuldade em transitar do campo algébrico para o numérico,

ocasionadas, provavelmente, pela falta de estrutura de conhecimentos matematicos

nos campos da aritmética e no campo algébrico. Podemos dizer que alguns alunos

® A porcentagem de acerto continua sendo 72%, sendo dividida nas respostas (x+x =2x (57%) e 2. x

(15%)
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do grupo analisado nao conseguem aplicar e reconhecer as propriedades
aritméticas, como também, identificar as propriedades aplicadas nas operagdes que
envolvem a potenciagédo e a multiplicagdo, como no caso das expressdes algébricas

apresentadas anteriormente e que tiveram um baixo indice de acertos.

Ao analisarmos a execucdo das questbes propostas na atividade
complementar na qual os alunos deveriam escrever as expressdes algébricas
correspondentes ao que se pedia, notamos que algumas duplas apresentaram
facilidade em trabalhar com numeros ao responder as questdes, ao invés de
utilizarem as letras, ou seja, a linguagem simbdlica. Vendo esta situagdo a
pesquisadora propds a estes alunos que procurassem utilizar letras para construir as
expressdes que respondiam as questdes e, em seguida, deveriam verificar se esta
era verdadeira, atribuindo um valor numérico para as letras utilizadas. Entao, estes
alunos, apos terem escrito as expressdes algébricas, substituiam as letras por um
valor numérico e executavam os calculos, verificando se a expressao escrita estava
correta. Como exemplo: um numero inteiro qualquer era representado pela letra A,
depois, eles escreviam a expressao dobro deste numero 2 A, atribuindo um valor
numérico para esta letra, com A = 4, entdo eles poderiam chegar ao valor da

expressao 2A =2 e 4 = 8, que representava o dobro do valor de A.

Esta idéia do aluno construir primeiro as expressdes pedidas e, em seguida
verificar se ela esta correta, contribuiu muito para a compreensdo dos alunos ao

transitarem do numérico para o algébrico e vice-versa.

Nesta atividade complementar, também, podemos notar que as expressoes
algébricas nos quais os alunos apresentaram maior dificuldade, foram as questdes
envolvendo: o dobro de um numero somado com o triplo do outro (24+3B).

Constata-se também esta dificuldade quando eles resolveram a mesma expressao
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na tabela 2 (2x +3y); a diferenca entre dois numeros (A4 - B), e o produto entre dois

numeros (A - B). Essa dificuldade ocorreu porque os alunos desconhecem alguns
sinbnimos matematicos para estas operagoes, tais como diferenca é sinbnimo de
subtragdo, produto é sinbnimo de multiplicagdo. Assim, devemos refletir e
trabalharmos mais os sindnimos na linguagem matematica, para que os alunos

reconhegam estas palavras quando estiverem resolvendo uma situagcao proposta.

Observamos que durante o desenvolvimento desta atividade, estiveram
presentes as apreensdes operatoria, seqlencial e discursivas, conforme os aspectos

apresentados por Duval.

A apreensao sequencial ocorreu durante o desenvolvimento dos exercicios 1
e 2. No primeiro exercicio todas as duplas conseguiram identificar a figura e
determinar as expressdes algébricas pedidas, ativando seus conhecimentos
aritméticos, no segundo exercicio todas as duplas quiseram representar o
comprimento do fio nas diferentes divisbes pedidas no papel quadriculado,
melhorando a compreensao do problema proposto. A apreensao discursiva esteve

presente ao longo de todo o desenvolvimento de atividade 5.

Ao final da analise dos resultados desta atividade, constatamos que devemos
trabalhar mais a linguagem matematica e as propriedades de poténcia entre os
alunos, para construirem conceitos adequados que os auxiliem para a construcao de

novos conhecimentos matematicos.

A seqguir, passaremos a analisar os resultados obtidos na atividade 7, a qual
consideramos um dos pontos mais importantes de nossa sequéncia e do nosso
projeto, na qual estiveram presentes as ferramentas geométricas para a construgao

das expressoes algébricas.
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5.5.7 Analise da Atividade 7 — Propriedade Distributiva: Construindo Retangulos

Na analise dos resultados obtidos na atividade 7, consideramos, também,
como pontos principais os resultados da atividade complementar, na qual mostram
os conhecimentos construidos e absorvidos pelos alunos nas atividades anteriores
da nossa sequéncia didatica, que serviram de alicerce para o desenvolvimento

desta.

A seguir descrevemos os desenvolvimentos da atividade 7 e da atividade

complementar.

5.5.7.1 Desenvolvimento da Atividade

A turma foi dividida em 18 duplas (36 alunos), onde apenas 35 alunos
concluiram as atividades 7 e a complementar. Nesta descricdo do desenvolvimento
apresentamos primeiro o processo da atividade 7 e em seguida o da atividade

complementar.

Cada dupla recebeu um kit formado por: diversos retangulos e quadrados,

uma régua (40cm) e uma folha quadriculada.

No inicio da atividade, a pesquisadora deu as instrucdes para a utilizacdo do
kit. Os alunos deveriam escolher as pecas dadas procurando formar novos

retdngulos e, em seguida, determinar o valor da area da figura formada.

Muitas duplas executaram corretamente este procedimento, mesmo sem a

pesquisadora ter pedido. Isso foi um reflexo das estratégicas utilizadas e dos
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conhecimentos construidos nas atividades anteriores da sequéncia didatica, nas

quais eles sempre calculavam as areas das figuras.

Apds os alunos terem construido os 3 retadngulos diferentes para cada
situacao proposta, nas quais deveriam utilizar 2 pecas, 3 pecas e 4 pecas do kit
fornecido e, determinado suas areas, passaram para a proxima situacao proposta,
na qual deveriam construir um retangulo utilizando pegas do seguinte tamanho: 3x3,
3x4, 4x4 e 4x3, procurando formar retangulos diferentes ou quadrados. Eles
adotaram o seguinte modelo: montavam os quadrados ou retangulos e, em seguida,
registravam na forma de desenho a figura formada, escrevendo suas medidas e,

depois, calculavam automaticamente as areas das figuras.

Na situacdo seguinte da atividade, foi proposto que os alunos deveriam
utilizar pegas das seguintes medidas: 5x5, 5x6, 6x6 e 6x5, procurando construir um
unico quadrado. Apds terem construido a figura, deveriam registrar suas medidas na
tabela 1, composta por seis colunas : a coluna a representava a base da figura 1; b a
base da figura 2; h a altura comum as duas figuras; o produto de a x h; o produto de
b x h e em seguida a area total (a x h + b x h). Ao completarem a tabela 1, os alunos
perceberam que as pecas possuiam alturas em comum, que poderiam ser
chamadas de constantes; que os valores de a e b eram alternados, ora valia 5, ora
valia 6 e, que em algumas pecgas os valores de a e b eram iguais aos valores da

altura.

Depois de terem calculado as areas das figuras e completarem a tabela 1,
passaram a completar a tabela 2, a qual era composta por 3 colunas: a primeira
pedia que os alunos calculassem a expressdo (a+b), na segunda que eles
transportassem os valores das alturas encontrados na tabela 1, e na terceira coluna

deveriam resolver a expressao (a+b)x h e, em seguida, comparar os valores
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encontrados na tabela 1, para a area total, com os valores determinados para a

expressao da terceira coluna da tabela 2.

Durante o preenchimento das tabelas, percebemos que os alunos tiveram
maior dificuldade ao completarem a tabela 1, pois, estavam confundindo os valores
de b com a altura. Vendo isto, a pesquisadora chamou a atencdo das duplas que
estavam tendo esta dificuldade, perguntando: O que eles perceberam de igual e
diferente em cada peca unida para formar o quadrado? E que eles poderiam pensar
que esta figura poderia ser considerada um quebra-cabega, no qual somente pecgas
que possuem tamanhos iguais podem ser encaixadas. Como no caso, uma pega 5 x
4 e 4 x 4, somente poderao ser ligados pela parte comum, que nesta situagao seria
0 4, que representa na peca 1 a altura e na peca 2 a base e a altura por se tratar de
um quadrado. Através deste exemplo, e outros que a pesquisadora discutiu com as

duplas, os alunos puderam concluir o preenchimento da tabela 1.

Notamos que para a tabela 2, os alunos nao tiveram problemas em preencher
e calcular os valores pedidos. Também, pedimos que os alunos olhassem as duas
expressdes comparando os valores encontrados entre elas. Apenas 4 duplas nao
conseguiram perceber que os dois resultados eram iguais, pois, efetuaram os
célculos errados da tabela 1. Mas, 14 duplas conseguiram perceber que as duas
levavam ao mesmo resultado e que o primeiro processo que utilizaram na tabela 1,
eles haviam calculado parte por parte da figura e no segundo processo houve a
unido das duas bases das figuras e, em seguida, multiplicaram pelo valor da altura,
chegando ao valor final da area da figura, verificando que as duas expressdes sao

equivalentes.

Ao final das observacgdes feitas pela pesquisadora e pelo professor a respeito

das duplas estudadas, a pesquisadora chamou os alunos para uma discussao
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coletiva, pedindo que falassem quais eram as expressoées utilizadas e formadas para
este processo de preenchimento das tabelas 1 e 2. Na sequéncia, discutiram o que
seria uma expressao equivalente e que propriedades aritméticas eles reconheciam
nas expressdes. A maioria da sala respondeu que era a propriedade distributiva,
pois, a parte comum entre elas era a altura. Para mostrar que as expressdes sao
equivalentes a pesquisadora deu outros exemplos e pediu para que eles
construissem duas expressdes equivalentes que eles conhecessem. Entdo eles

apresentaram o exemplo da propriedade distributiva geral: a x (b+c) = ab + ac.

Para verificar se os alunos sabiam trabalhar a propriedade distributiva foi
proposto um exercicio no qual os alunos deveriam verificar quais das situacées eram
verdadeiras ou falsas. Durante a execugao destes exercicios observamos que eles
utilizavam o processo mecanico, ou seja, verificavam mentalmente sem desenvolver
0 processo escrito. Entdo, neste momento, a pesquisadora alertou que eles
deveriam justificar as respostas através da aplicagdo da distributiva. Assim, os
alunos comecaram a se preocupar em justificar suas respostas aplicando a

propriedade para depois dizer se as afirmativas eram verdadeiras ou falsas.

Constatamos, neste exercicio que os alunos ndo apresentaram dificuldades.
Na sequUéncia, os alunos resolveram questdes que envolviam a aplicacdo da
propriedade distributiva, como construir um retangulo 3 x 9 utilizando apenas duas
pecas. Notamos que muitos alunos tiveram dificuldade em responder e procurar
resolver o problema. Vendo a situagdo a pesquisadora fez uma intervencao global
para sala, perguntando : quais seriam os tipos de retangulos que poderiamos utilizar
para construirmos um retangulo de base 4 e altura 7, aplicando a distributiva.
Apenas trés duplas responderam que poderiam utilizar um retangulo medindo 4 de

base por 5 de altura e outro de 4 de base por 2 de altura, ou uma peca 4 x 1 e outra
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peca 4 x 6. Além dessas respostas dadas pelos alunos a pesquisadora
complementou dando outros exemplos, mostrando que a parte fixa era a base e, o
que variava era a altura, na qual deveriamos procurar duas pecgas cujas alturas
somadas resultassem no valor 7. Em seguida discutiu o caso proposto 3 x 9 pedindo
que eles resolvessem esta questdo, baseando-se nos exemplos dados, e

relembrando as construgdes anteriores dos retangulos.

Notamos que houve um desinteresse por parte dos alunos ao resolverem esta
questdao, mesmo dando exemplos orais coletivamente, a dificuldade deles em
representar e construir a figura pedida foi grande. Somente 5 duplas conseguiram
atingir o objetivo final desta atividade, chegando a expressédo 3x (4 + 5) e ficaram
apenas nesta resposta ao invés de procurar outras combinagdes para o numero nove,
tais como (3+6), (1+8), (2+7). Por meio destes exercicios 7, 8, 9 que envolviam a
distributiva, notamos que os alunos ndo conseguem escrever um numero por meio de
uma operagao, como no caso do 9, que na visao destes alunos apareceu uma forma

mecanizada que a resposta s6 poderia ser dada pelos pares 4 e 5.

Constatada a dificuldade dos alunos em aplicar a distributiva, procuramos
discutir coletivamente as questdes 7, 8, 9 e 10, coletando algumas das respostas
dadas apontando os erros e mostrando como podemos escrever 0os numeros
pedidos utilizando diferentes numeros, cuja soma resultasse no numero pedido. Por
meio desta dificuldade dos alunos pudemos verificar que os resultados obtidos nas
pesquisas cientificas de Colins (1974), Kuchemann (1981), Kieran (1989), entre
outros, ainda continuam ocorrendo, pois, 0s alunos nao conseguem representar os
numeros pedidos por meio das operacdes aritméticas e nem pela aplicacdo de suas

propriedades, conforme a situacdo que propusemos.

A atividade 7 foi desenvolvida em 5 sessoes de 50 minutos.
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A seqguir, iniciamos a aplicagdo da atividade complementar na qual contamos

com 36 alunos, ou seja, 18 duplas.

Foram distribuidas as fichas para cada dupla. Em seguida, a pesquisadora
deu as instrugdes iniciais para a atividade, onde os alunos deveriam escrever trés

expressodes algébricas equivalentes para determinar as areas das figuras pedidas.

Nesta atividade as duplas ndo tiveram muita dificuldade em escrever as
expressodes; algumas duplas adotaram como estratégia de resolugédo escrevendo as
expressdes separadas para cada figura e, em alguns casos os alunos, esqueciam
de colocar os parénteses entre elas. Neste ponto vimos que os erros como a falta de
uso dos parénteses apontado na pesquisa de Kieran (1989) e demais pesquisadores
ocorreram neste grupo de alunos. Outro erro observado, era que os alunos ao invés
de somar as areas eles queriam multiplicar entre si as areas encontradas, ao invés
de somar os resultados. Percebendo essa dificuldade dos alunos, a pesquisadora
interveio, perguntando o porqué da multiplicagéo, para as duplas que cometeram
este erro. As duplas envolvidas pensaram que para encontrar a area da figura maior
deveriam multiplicar os valores encontrados das areas menores. Por meio deste
pensamento dos alunos percebemos que eles nio estiveram atentos as instrugdes
iniciais, dadas pela pesquisadora, tais como: que eles deveriam escrever trés
expressodes diferentes que os levariam ao calculo do valor da area da figura total,
utilizando as areas das figuras menores. A partir das dificuldades encontradas pelos
alunos, a pesquisadora percebeu que deveria retomar os conhecimentos
construidos na atividade 7, na qual eles trabalharam com a composi¢cao de
retdngulos e quadrados maiores, utilizando areas de retangulos e quadrados
menores, cuja area total era obtida pela soma de areas das figuras menores. Em

seguida enfatizou aos alunos, que, para encontrar a area pedida, deveriam calcular



297

as areas menores primeiro, usando as formulas correspondentes e depois somar os
valores encontrados. Depois de feitas estas observagbes, eles conseguiram
compreender porque nao deveriam utilizar a multiplicacdo para os resultados da

area final pedida.

Apds esta intervengao, as duplas compreenderam que o retangulo menor era
uma das partes do retdngulo maior e que somando as expressdes das areas dos

retdngulos determinamos a area do retangulo maior.

Algumas duplas enxergavam as figuras como uma sé e, depois, escreviam as
expressdes para as areas entre elas. Outras ndo conseguiam visualizar como sendo

uma pega unica e consideravam apenas os retangulos menores.

A maioria das duplas aplicou o processo de soma de area para todos os
exercicios propostos. Apenas trés duplas conseguiram utilizar os dois métodos: o da

adicdo de areas e o da subtragao de areas.

Determinadas as expressdes para as figuras, a pesquisadora pediu para que
os alunos escolhessem para cada letra que compunham as expressodes construidas,
um valor numérico, variando de 1 a 15 e, na sequéncia, calculassem os valores das
areas das figuras utilizando estas expressdes. O objetivo era comprovar a

equivaléncia entre as expressodes algébricas construidas.

Todas as duplas conseguiram atingir os objetivos desta atividade,

comprovando que as expressdes eram equivalentes.

Esta atividade complementar foi aplicada em 4 sessdes de 50 minutos.
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5.5.7.2 Analise dos resultados da Atividade 7 e complementar

Nas anadlises dos resultados obtidos nas atividades 7 e de sua atividade
complementar, adotamos os seguintes procedimentos: analisarmos os resultados de
uma amostra formada por 18 alunos, mostrando na primeira etapa do processo de
analise os resultados da atividade 7; através de tabelas 8 e 9 de acertos e erros das
questdes propostas para as atividades 7 (vide tab.15) e a atividade complementar

(vide tab.16).

Notamos que, em ambas as atividades, os alunos utilizam a Dialética
ferramenta-objeto, passando-se pelas 4 etapas principais apontadas por Douady
(1986), como também, as formas de registros estdo presentes em todo o

desenvolvimento das atividades.

As mudancas de quadros, ocorridas nesta atividade, na qual os alunos partem
do quadro geométrico para o algébrico e na sequéncia do quadro algébrico para o
numérico, comprovam a equivaléncia das expressdes algébricas construidas

conforme os relatos que apresentamos abaixo.
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Figura 20. Protocolo do aluno referente a atividade 7 complementar

Analisando agora os resultados obtidos com os alunos, nestas atividades sob

a Otica de Duval, observando os tipos de registros e representagdes envolvidas,

notamos que esta amostra de alunos apresenta dificuldade na compreensao da

linguagem matematica e nas formas de conversdo e tratamentos dos objetos

matematicos. A seguir apresentamos os resultados obtidos através da tabela 18.
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Situagbes Propostas Total de % de % de
alunos Acertos Erros
1) Construcao de retangulos utilizando 2, 3 e 4 pegas do kit fornecido. 18 100 -
2) Representacao figural e calculo das areas. 18 100
3) Construgado de quadrados com pegas 3 x 3, 3x4,4x4,4 x3. 18 22 78
4) Construir quadrados com as pegas 5x5,5x6,6 x6, 6 x 5. 18 72 28
Preenchimento da tabela 1, utilizando a figura formada no item 4. 18 78 22
Calculo da area utilizando as férmulas a x h, b x h. 18 100 -
Calculo da area total, somando os resultados de ax h + b x h. 18 78 22
Preenchimento da tabela 2. Expressdes envolvidas:(a+b), area 18 89 11
total = (a+b)x h.
Reconhecimento de uma constante entre as variaveis a, b, h. 18 56 44
Reconhecimento e utilizagdo da férmula geral A=b x h 18 100 -
Comparacao dos resultados da tabelas 1 e 2, andlise das 18 44 56
expressodes utilizadas.
Verificagdo da equivaléncia entre as expressdes dadas (a+b)x h = 18 89 11
ah+ b.h
Aplicacao da distributiva. 18 100 -
Construgao do retangulo 3 x 9 por meio da distributiva. 18 22 78
Aplicagao da distributiva na construgao de outros retangulos 18 22 78

Fonte: protocolo dos alunos da atividade 7

Através dos resultados obtidos, notamos que estes alunos apresentaram

muita dificuldade no aspecto da aplicagdo da propriedade distributiva para

construgéo de retangulos, pois, ndo conseguiram realizar a representagdo numérica

dos numeros pedidos para a altura dos retangulos com: 3x9 = 3x(4+5), 3x(3+6); 5x9

= 5 x(3+5+1), 5x(2+3+4), entre outros casos. Ou seja, os alunos ndo conseguem

usar a conversao para os humeros pedidos. Por este motivo, obtivemos altos indices

de erros nos resultados das questdes que exigiam este conhecimento. No entanto,

esta turma apresentou bons resultados para reconhecer e aplicar a propriedade

distributiva nas questbes mais simples, porém nas complexas, tais como o caso

apresentado anteriormente, n&do conseguiram resolver as questdes propostas.
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Outro aspecto apontado nos resultados dos alunos foi a dificuldade na
compreensao dos enunciados do problema e a falta de atencao na leitura e o uso do
vocabulario matematico, ou seja, pediamos para que os alunos construissem um
quadrado utilizando as pecas pedidas. A maioria dos alunos errou esta questao,
pois, partiu do principio de unir apenas duas pecas de cada vez, formando apenas
retdngulos e ndo o quadrado pedido. Sendo assim, a pesquisadora chamou a
atengao dos alunos em relagdo ao enunciado do problema, que figura foi pedida?;
as duplas que haviam montado corretamente a figura, responderam um quadrado. E
as demais duplas, perceberam que haviam errado a questdo, pois, construiram
retdngulos ao invés da figura pedida. Na situagdo seguinte foi proposto que os
alunos construissem um quadrado pedido utilizando as pecas 5x 5,5 x 6,6 x 6, 6 x
5. E em seguida, preenchessem as tabelas 1 e 2, calculando as areas das figuras
pedidas. Ao analisarmos a coluna que pedia a area total, percebemos que duas
duplas nao prestaram atencdo nas orientacbes dadas para o preenchimento da
tabela referentes a area total que seria a soma das areas das figuras menores, ou
seja, os resultados obtidos nas colunas a x h e b x h, errando esta coluna da tabela

1.

Ja, ao completarem a tabela 2, notamos que os alunos nao apresentaram
tanta dificuldade. Mas, ao responderem as questbes referentes as tabelas,
apresentaram dificuldade na questao c, onde deveriam observar e concluir que as
duas expressdes podem ser consideradas equivalentes. Eles somente perceberam a
equivaléncia entre elas quando fizeram a verificacdo pedida no item d, entre as

expressoes : (atb)x h =ah + b.h

Apods terem respondido o item d, os alunos responderam o exercicio proposto

para aplicacdo da propriedade distributiva, verificando quais delas eram verdadeiras
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ou falsas. E, logo em seguida, passaram a responder as questdes propostas 7, 8, 9
e 10, as quais propunham situacbes mais complexas envolvendo a propriedade

distributiva e a qual comentamos anteriormente.

Ao final da atividade a pesquisadora fez uma discussao coletiva a respeito
dos resultados das duplas e explicou como podemos saber se uma expressao €&
equivalente ou ndo, dando exemplos utilizando expressdes algébricas e verificando
por meio dos resultados numéricos obtidos nas duas, na qual atribuimos valores
numeéricos as letras. Em seguida, foi explicado aos alunos que eles receberiam uma
atividade complementar na qual deveriam escrever trés expressdes algébricas para
calcular as areas das figuras propostas e, logo apéds, verificar se elas eram

equivalentes.

Os alunos iniciaram a atividade analisando as figuras dadas. Algumas duplas
adotaram a seguinte estratégia de resolugao: para cada figura menor que
compunham a figura maior, escreviam uma expressao que determinava a area
desta, e ao final somavam as expressées dadas. Como por exemplo: Area 1 =k x a,
Area 2 = (f + g) x j entdo a area total = k x a + (f + g) x j. Em outros casos propostos,
algumas duplas adotavam a soma entre as areas, como o0 exemplo acima e outras.
Calculavam a area total e em seguida subtraiam as areas das figuras que nao
compunham a figura. Apenas 3 duplas conseguiram aplicar os dois modos de
resolucdo. Participaram desta atividade complementar 43 alunos. Selecionamos uma
amostra de 20 alunos para analisarmos os resultados obtidos para a atividade
complementar, discutindo as dificuldades e os erros cometidos por eles.(Vide tabela

19)
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Métodos e expressoes utilizados Total de % de % de
alunos |Acertos| Erros

analisados

Utilizacdo do método da soma das expressdes das areas parciais.

Exercicio 1

Figura A 20

3a+v.a=Agua 85 15

a.(3+V) = Atotal 100 -

Aparcial =3.a 100 -

Agarcialz a.v 100 -

Figura B 20

X(h+2) = Atotal 100 -

h.x+2x= Atotal 90 10

Aparcial =h.x 100 -

Agarcial =2X 100 -

Figura C 20

(1+t). (5+m) = Arotal 100 -

(5.1)+(m.1)+(5.t)+(M.t)=Arotal 70 30

5.(1+t) +m.(1+t) = Atotal 25 25

Figura D 20

(V+t) . (b+Z) = ATotaI 95 5

(v.b)+(v.z)*(t.b)+(t.2)= Arota 60 40

b.(v+t) +z.(v+t) = Arotal 25 75

Figura E 20

(3+a).(3+x+k)= Atotal 95 5

(3.3)+(3.x)*+(3.k)*+(3.a)+(x.a)+(k.a)= Atotal 60 40

3.(3+a) + x. (3+a) + k.(3+a) = Atotal - 100

Figura F 20

(4.4) + (a. a) + (4.a) = Arotal 35 65

(a+4) -(a+4) - (48) = Arotal 40 60

a.(a+4) + (4.4) = Arotal 30 70

(a.a) + 4.(a+4) = Atal 35 65

Figura G 20

(a+b) .(a+b) — (a. a) = Atal 40 60

(a.b)+ b.(atb) = Aptal 50 50

(a. b) + (a.b)+(b.b) = Atal 45 55

Figura H 20

(3x +5) . (2+x) — (5.2) = Apotal (2.3X) + X.(3x+5) = Aggtal 55 45

3X.(2 +x) +(5.X) = Aotal 10 90

Figural 20

(y+2). (5+b) = Atal 85 15

(y.y) +(5.2) +(b.b)+(5.y)= Accta 35 65

y.(5+b) + 2.(5+b) = Atal 40 60

Figura J 20

(2x+X).X = Agotal 20 80

(2x.X) + (X.X)= Agtal 40 60

3X. X = Agtal 50 50

Figura K 20

(y+2 +3x).3x = Aotal 45 55

3x.(y+2) +(3x. 3x) = Atotal 85 15

Fonte: Protocolos dos alunos da atividade 7 complementar.
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Analisando os resultados obtidos na atividade complementar, constatamos
que os alunos apresentaram maior dificuldade na construcdo das expressodes
algébricas das figuras F, G, H, na qual deveriam construir expressdes que
utilizassem nao somente a operacdo de adicdo, mas, a de subtracdo tais como :
(a+b) . (a+b) — (b.b). Muitos alunos preferiram utilizar apenas a soma de areas ao
invés de calcular a area total da figura e, ao final, extrair a area pedida. Os indices
de acertos foram baixos para estes problemas, pois, durante a execugado da
atividade, percebemos que algumas duplas estavam desatentas ao resolverem as
situacdes propostas. Observamos, também, que muitas duplas ao escreverem as
expressdes cometiam os seguintes erros apontados por Kieran (1989), Kuchemann
(1981), Booth (1984): a falta de utilizacdo dos parénteses para separar as operagoes
envolvidas como no caso, separar a multiplicagdo da adi¢do. Para chegarem a
expressao final, algumas duplas ao invés de somar as areas parciais, escreviam
expressdes multiplicando as areas. Outras duplas ndo reconheceram os termos
semelhantes durante a construcdo das expressdes, como no caso da expressao da
figura J, (2x + x).x = 3x.X, que seriam expressoes equivalentes. Porém, percebemos
que o erro apontado por Kuchemann (1981), segundo o qual os alunos ndo sabem
representar a area de um retangulo, conforme mostramos a seguir (Fig. A), ndo

ocorreu nesta atividade complementar.

4 |
t | v
Figura. A. Modelo de Kuchemann
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Apesar dos alunos conseguirem determinar as expressdes para as areas das
figuras pedidas, notamos que eles nao tiveram muita dificuldade em realizar a

representacao dos retangulos cujas expressdes eram dadas no exercicio 2.

Obtivemos um indice de 75% de acerto da amostra de 20 alunos analisados.
Observamos, também, que os alunos ndo se empenharam tanto para encontrar a

solucao da situacao proposta.

Ao final de nossa analise constatamos que os alunos ainda apresentam uma
dificuldade na utilizagao dos registros matematicos, tanto na questdo numérica como
na algébrica. Verificamos que esta situagdo ocorreu durante o desenvolvimento da
atividade 7, na qual os alunos ndo conseguiam fazer conversées numéricas e na
complementar onde estes alunos ainda apresentaram dificuldades na representagao
algébrica. Mas, percebemos que a utilizagdo da Geometria como instrumento de
construgdo das expressdes algébricas, auxiliou os alunos na composicdo das
expressodes algébricas equivalentes para a determinacao da area da figura pedida. ja
no exercicio 2 propusemos aos alunos uma transformag¢ao do quadro algébrico para

o geométrico. (Vide figura 5)

Conforme os resultados obtidos na resolucdo do exercicio 2, no qual
propusemos aos alunos uma transformagao do quadro algébrico para o geométrico
(vide figura 5), verificamos que os alunos conseguiram realizar as mudancas entre

0s quadros algébrico e geométrico.
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Figura 21: Protocolo do aluno representagao das expressodes algébricas na forma geométrica
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Figura 22: Protocolo do aluno verificando a equivaléncia das expressdes algébricas.

A seguir apresentamos a analise da ultima atividade aplicada da nossa
sequéncia didatica, utilizando os pentaminds e trabalhando com os conceitos de

constante e expressdes algébricas genéricas.
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5.5.8 Analise da Atividade 9 — Pentaminés

Para discutirmos os resultados da atividade 9, procuramos organizar esta
atividade da seguinte forma: na primeira parte apresentamos o desenvolvimento da
atividade, descrevendo seus pontos principais e, na segunda parte, mostramos e

discutimos os resultados obtidos.

5.5.8.1 Desenvolvimento da Atividade

A turma foi dividida em duplas. Cada dupla recebeu a folha da atividade, um
kit de pentaminds contendo 24 pecas. Participaram desta atividade 33 alunos. Em

seguida, foram dadas as instrugdes iniciais aos alunos pela pesquisadora.

Os alunos iniciaram a atividade observando e analisando as pecas do kit
fornecido, procurando formar trés retangulos diferentes utilizando as pecgas dadas.
Muitas duplas preferiram desenhar na folha as figuras formadas e observaram que
todas as pegas eram compostas por cinco quadradinhos. Algumas duplas, ao
formarem os trés retadngulos pedidos utilizando 2 pecas, 3 pecas e 4 pegas iam
deixando os retangulos formados e comparando com os obtidos pelas outras duplas.
Uma das duplas separou as pegas que unidas nado formavam um retangulo, e
procuraram trabalhar somente com as que poderia formar a figura pedida. Nés
registramos algumas das figuras formadas nas fotos (foto 1, 2, 3, 4) por algumas das
duplas e também registramos os das pecgas, que unidas, ndo formavam a figura

pedida (foto 5).
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Além das fotos das representacdes feitas pelas duplas, apresentamos alguns

dos registros dos protocolos dos alunos nas figuras 7, 8.

_——

Figura 23. Retangulos com 2 pegas — Atividade 9  Figura 24. Retangulos com 3 pegas - Atividade 9

Figura 25. Retangulos com 3 pegas — Atividade 9 Figura 26. Retangulos com 4 pegas — Atividade 9

Figura 27. Pecas que ndo formam retangulos — Atividade 9
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Atividade 9: Construa os retangulos utilizando as pegas do p ing, ¢ desenhe na
folha anexa.
1)Trés retingulos ulilizando duas pegas.Quais sdo as pegas que unidas ndo
formam retingulos?
2)Quatro retingulos com trés pegas,
3)Dois retingulos com quatro pegas;
a) Deltermine as drcas das figuras formadas.Quais foram os val dos?
b) Escreva as expressi éricas que d as dreas de cada uma das

figuras.
¢} Compare a expressio geral da drea A= b x b, que determina a drea do retingulo,
com as expressdes escritas para encontrar o valor da drea dos retingulos
formados com as pegas.
d) Pensando na cxpressio n x k, que valor numérico € atribuido a k?
¢} Se pensarmos em consiruir novas pegas para formarem retingulos ulilizando os
valores de k = 6 ¢ k= 7. Serd que vocé consegue desenhar as pegas para o
hexaming ¢ heplaming? I possivel formar retingulos com elas? Faga trs
representagdes ulilizando essas novas pegas.
1) Escreva as novas expressdes algébricas para as dreas dos retingulos construidos
COM 45 NOVES Pegas.
Oz Fazer os desenhos na folha anexa
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Figura 30. Registros dos calculos das areas das figuras formadas
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Figura 31. Respostas dos alunos para o calculo das areas.

A maioria das duplas achou interessante esta atividade, pois, associaram a
um quebra-cabeg¢a no qual deveriam formar retadngulos. Apds terem construido as
figuras, calcularam as areas delas, utilizando a formula geral da area A4 =bxh,na
qual algumas duplas contavam a quantidade de quadrados para determinar o valor
da base e da altura e, em seguida multiplicavam chegando ao valor da area. Outras

preferiram contar o numero de quadrados no interior da figura, relembrando das
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atividades iniciais da sequéncia. Outros acharam que poderiam medir o tamanho do
quadradinho e calcular numericamente. Para estas duplas, a pesquisadora chamou
a atengao, informando que eles estavam calculando errado o valor da area, pois nao
necessitdvamos do valor numérico medido pela régua. Houve apenas 2 duplas que
cometeram este tipo de erro. As demais utilizaram os métodos trabalhados durante a
sequéncia didatica.

Durante o desenvolvimento da atividade, perguntamos quais seriam as
semelhancas entre as pecas dadas. A maioria das duplas percebeu que as pecas eram
formadas por 5 quadrados e que a sua area era igual a 5. Ao compararem o resultado
obtido das areas das figuras pedidas, algumas duplas perceberam que poderiam
escrever uma formula na qual o numero de pecas utilizadas multiplicadas por 5, levaria
ao valor pedido para a area. Quando responderam o item ¢ da atividade, perceberam
que a letra k pode ser considerada constante e que no caso estudado valia 5, ou seja, k
= 5, chegando a escrever a expressao A = n x k = n x 5. Além disso, eles escreveram

alguns exemplos, tais como: A=2x5=10; A=3 x5 =15; entre outros.

Em seguida, foi proposto para que os alunos construissem trés pegas com k =
6 e com k = 7. A maioria das duplas n&o utilizou muito, sua criatividade para as 3
pecas pedidas. Apareceram algumas delas, as mais simples as tiras de 6 e 7
quadrados, um retangulo formado por 6 quadrados, as formas de U e L. Em seguida,
perguntamos como poderiamos calcular a area destes retangulos que se formam. E
algumas duplas, associando a formula geral dos pentaminds, disseram: se k = 7

entdioaA=nx7,parak=6A=6xn.

Ao final, a pesquisadora apresentou os outros modelos de pec¢as do hexamind
e heptamind no retroprojetor, além de mostrar os outros modelos de retangulos que

se pode construir utilizando as pecas do pentaminé. Os alunos ficaram interessados
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e comentavam, entre si, sobre os modelos que eles haviam conseguido e os que
nem haviam pensado. Em seguida buscaram o kit procurando construir alguns dos
modelos apresentados, somente por curiosidade. Ao final, a pesquisadora destacou
a importancia do conceito de constante e que podemos ter uma féormula geral como
no caso A= k x n, no qual k varia de acordo com o tipo da peca e, que este tipo de
expressdo chamamos de expressao genérica, a qual podemos utilizar para qualquer
situacdo semelhante a trabalhada, onde utilizamos a mesma unidade de medida
como no caso dos quadradinhos. E, além disso, comparou com a area de retangulos
A = b x h, que foi trabalhada de diversas maneiras durante o desenvolvimento das
atividades da sequéncia didatica. (para os alunos esta sequéncia era denominada

de projeto algebra- geometria).

Percebemos que esta atividade despertou a curiosidade dos alunos, durante
o seu desenvolvimento, como também, apds o seu término, pois, eles nunca haviam

trabalhado com este material. Aplicamos esta atividade em 6 sessdes de 50 minutos.
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5.5.8.3 Analise dos Resultados

Selecionamos para a analise dos resultados desta atividade, uma amostra

composta de por 12 alunos do grupo de 33 alunos.

Ao analisarmos os resultados obtidos no exercicio 1, no qual os alunos
deveriam formar retangulos, utilizando-se de 2, 3 e 4 pegas do pentamind, notamos
que todas as duplas conseguiram chegar ao resultado pedido, utilizando diferentes
estratégias. Uma das duplas adotou a seguinte estratégia: separou as pecgas
diferentes que nao formavam retangulos quando unidas e, em seguida, pegou as
demais pecas que sobraram e montou a figura. ‘Para esta situagao obtivemos um

resultado de 100% de acertos.

Ao procurarem responder a questdao A, na qual os alunos devem calcular a
area das figuras formadas, duas duplas apresentaram dificuldades e cometeram o
erro de medir as dimensdes das figuras com a régua. A pesquisadora informou aos
alunos que nao era necessario o uso da régua. Sendo assim, tivemos um indice de
acerto de 83% e 17% de erros nesta questdo. No item B, no qual era perguntado
qual seria a expressao numérica que determinava a area da figura. A maioria das
duplas escreveu a expressao b xh =5x2=10; 5 x 3 = 15; 5 x 4 =20. Outra dupla
calculava a area separada de cada pecga e, em seguida, somava os resultados. Com
aduplaG,5x1=5,5x2=10entdo a areatotal é:5+ 10 =15 . Obtivemos também
um indice de 83% de acerto. Em seguida, os alunos procuraram responder o item d,
no qual fizeram uma comparacao entre as expressdes A=bxh com a A=nxk,
percebendo que elas eram semelhantes, pois, neste caso, o nUmero 5 apareceu em

todos as expressdes numéricas para a determinacdo dos valores das areas das
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figuras formadas. Entdo, elas consideraram que k= 5, pois era o Unico numero
repetido e o n igual a quantidade de pecas, ou seja, 0 n seria a variagao da base e o
k seria a altura constante, conforme os primeiros exercicios da sequéncia, que foram
lembrados por duas duplas G, K, nos quais a altura era constante e igual a 5 cm.
Nao responderam corretamente este item, 42% dos alunos, devido aos erros

cometidos nos calculos das areas.

Ao responderem o item E, todas as duplas conseguiram formar 3 tipos de
pecas utilizando 6 e 7 quadrados, mas, nao tiveram muita criatividade, pois as pecas
inventadas eram simples. Em seguida, escreveram as expressdes gerais para cada
uma delas baseada na do pentamind, onde k =5, entdo, para este caso as
expressdes eram A = 7n e A = 6n. Apenas uma dupla ndo conseguiu escrever as

expressoes, ou seja 17% das duplas.

Percebemos que os alunos mobilizaram seus conhecimentos geométricos,
algébricos e numéricos para solucionar esta atividade e alguns deles fizeram
associacdes com os conhecimentos aplicados anteriormente, mostrando desta forma
que o uso da dialética ferramenta-objeto é valida para a construgdo de um novo

conhecimento.

Durante a execugao das atividades da sequéncia notamos que os alunos
conseguiram transitar do quadro numeérico para o algébrico com mais clareza e sem
muita dificuldade. Os tipos de erros encontrados durante esta atividade foram
pequenos, comparados com as demais atividades. As formas de registros foram
mais claras e adotadas automaticamente pelas duplas, pois, todas optaram em fazer
a representacéao figural dos retangulos formados ao invés de, simplesmente, montar

o concreto e calcular sua area, sem registrar sua forma.
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A seguir, fazemos a comparagao entre os erros apresentados por Booth
(1984) e Kuchemann (1981) em suas pesquisas, com aos erros ocorridos durante

todo o desenvolvimento das atividades da sequéncia didatica analisada.
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5.5.9 Analise dos Erros dos alunos apontados nas pesquisas de Kiichemann e

Booth

Esta analise dos erros dos alunos neste projeto consistiu na comparagdo com
os erros ocorridos nas pesquisas de Booth (1984) e Kuchemann (1978), os quais

discutimos e apresentamos no inicio deste projeto.

Selecionamos alguns destes erros apresentados na pesquisa de Booth e
procuramos verificar se estes ocorreram durante o desenvolvimento deste projeto. A
seguir apresentamos duas tabelas nas quais mostramos, primeiramente, alguns dos
erros selecionados da pesquisa de Booth (1984) e de Kuchemann (1981),
representados na tabela 20 e, em seguida, apresentamos na tabela 21, os erros

cometidos pelos alunos em nossa pesquisa.



Tabela 20. Erros apresentados nas pesquisas de Booth (1984, p.3-4) e Kuchemann
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(n lados de comprimento 2) 32 a 42

2

5. Some 4 com 3n

3n4,7n,
7,12

6.Multiplique por 4

n+5 4n5,n45,

n+20,n+9,
20,9

7.Simplifique se for

possivel: 2a+5b 7ab, 8ab

8 L+ M+N=L+P+N Nunca
Verdadeiro: .
Sempre/ nunca/ As vezes

CSMS item Erros
das respostas
1. Area de:
5 5e2, e10, 10e, e +10
I
|
e 2
2.Perimetro:
h h hhhht, 4ht,5ht
h
h
t
3. Perimetro :
u u uus556, 2u16
5 5
6
4. Perimetro

9.c+d =10ec émenorqued simples valor0,1,
c="? 2,34, (ou 5)

% dada de Erros
das respostas

42

27

20

25

45
17

12
39
16
45

55

Habilidades®

57

28

22

29

11
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Ao observarmos os erros apontados na pesquisa de Booth (1984),
verificamos que em nossa pesquisa, apenas apareceram 0s erros referentes a
diferenciacédo entre Perimetro e Area, no teste piloto, no inicio de nossa pesquisa
que cerca de 40% dos alunos nao sabiam diferenciar estes conceitos. Quanto a
determinacao da area de retangulos conforme a pesquisa de Kuchemann (1981) e
apontada no item 2 da tabela 1, constatamos que dos alunos analisados apenas
20% erraram esta questdo, devido a atividade 4 e 5 de nossa sequéncia didatica
terem construido um suporte e o conhecimento de divisdo de segmento e na
atividade 7 exigir as expressdes de areas parciais e area total, trabalhando com o

raciocinio dos alunos.

No entanto, nos nossos estudos e observagdes durante a aplicacdo da
sequéncia didatica observamos outros tipos de erros apontados por Kieran (1989) e
outros pesquisadores, tais como: a falta de uso dos parénteses na construcdo das
expressdes algébricas e numéricas, problemas nas operagdes de multiplicagéo e

divisdo de numeros inteiros e decimais, entre outros.

Finalizamos este capitulo, apresentando os erros ocorridos durante as
aplicagdes de nossa sequéncia, que foram discutidos durante nossas analises. (vide
tabela 21). Esses erros registrados nesta tabela, servirdo como pontos de reflexao
para nos docentes e pesquisadores buscarmos novos meios didaticos que

amenizem os erros dos alunos.



Tabela 21. Erros dos alunos no projeto de pesquisa

Tipos de erros dos
alunos

Total de alunos analisados

% de ocorréncia dos erros

Uso da férmula de area de

. b.h
retdngulo errada: 7

40

20

Nao utilizagao dos
parénteses nas
expressoes:
FxH+GxJ
4 x B +Y (propriedade
distributiva)
5a+6bxz

35

Calculo da area total
Awota= 5k . 8j . 10g

36

Erro entre os conceitos de
Area e Perimetro analisado
em duas etapas:

1) No teste piloto:
Calcule a area das figuras
pedidas:

a) Ab=6 h=3

respostas dadas:
A=6+3=9cm?
A=6.3 =18 cm?
A=3.3=9cm?

A= 6.6 = 36cm?

A =6.3.3 =54cm?
A=3.3+6=15cm?

b)

Respostas:
A=2x8+3x2=25cm?
A= 64+9 =73 cm?
A=3x3x8x8=576 cm?
A=8X3=24+2=12cm?

c)

Respostas:
A=4x7=28cm?

A=49 + 49 = 98 cm?
A=7x7x7x7=2401
cm?

2) Atividade 2: o erro no
calculo de area ocorreu na
seguinte forma:

38

50

50

40

20

Fonte: Protocolo dos Alunos.
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Para finalizar este capitulo € importante observamos que os erros cometidos
pelos alunos no teste piloto realizado no inicio do projeto, diminuiram no final da
aplicacao das atividades da sequéncia, partimos de um indice de 40% de erros
quanto aos conceitos de Area e Perimetro e durante as atividades este indice foi
reduzido para 20%. Dessa forma, podemos concluir que esta sequéncia didatica,
ajudou os alunos a diferenciarem estes conceitos, construindo de forma mais

significativa.

Na seqléncia, apresentamos as consideragdes finais do nosso projeto.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo apresentar uma proposta de ensino-
aprendizagem do conceito de expressao algébrica, utilizando a Geometria como
instrumento de construgdo do conhecimento matematico, apoiado no conceito de
area enquanto grandeza, sendo a ferramenta principal da construgcdo do saber
matematico. Além disso, utilizamos outros instrumentos geomeétricos, como os
processos de decomposicao e composicao de figuras planas, a equicomposi¢ao de
figuras e a equivaléncia entre areas, entre outros. Esses recursos citados
anteriormente estdo presentes em nossa sequéncia didatica, visam auxiliar o
professor e facilitar o ensino deste conteiudo e, desse modo, gerar ao aluno um

sistema de aprendizado significativo.

Nossa pesquisa € iniciada por meio dos estudos e analise dos resultados
obtidos do teste — piloto, aplicado por ndés nos alunos da 72 série, no qual
procuramos avaliar os conhecimentos prévios dos alunos e, assim, elaborarmos

nossa sequéncia didatica.

Nesta pesquisa, levantamos diversas hipdteses a respeito do tema
“‘expressdes algébricas”, e buscamos respostas para a seguinte questdo: Como
podemos utilizar a Geometria como instrumento para o ensino e aprendizagem das

expressoes algébricas?

Partindo-se destes pressupostos, procuramos elaborar e desenvolver
atividades, usando recursos geométricos para construir o conceito de expressdes

algébricas de uma forma significativa.
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Para que este conhecimento tenha significado para o aluno, tivemos que
escolher e adotar meios didaticos para construirmos um sistema de ensino para o
objeto matematico em estudo. Elegemos como elementos essenciais deste projeto,
duas teorias que fundamentam este trabalho, que sado a Dialética Ferramenta-Objeto
e o Jogo de Quadros de Régine Douady (1986) e os Registros de Representacdes

Semidticas de Raymond Duval (1988,1991,1992,1994,1995).

Acreditamos que estas teorias ajudam o professor a melhorar a sua pratica e
o sistema de ensino, levando o aluno a construir seus conhecimentos matematicos
com mais significado. Ja, os registros de Representagao Semidtica contribuem para
o desenvolvimento da atividade e, também, para o aperfeicoamento do lado
cognitivo do aluno. O uso destas teorias como recurso de ensino proporciona ao
professor compreender melhor o raciocinio e as estratégias dos alunos, quando
procurarem resolver as situagdes propostas. Destacamos, também, as apreensdes
perceptiva, discursiva, operacional e sequencial de Duval, nas resolugdes das

situagdes em que as figuras possuem um papel heuristico.

A metodologia adotada nessa sequéncia baseou-se no trabalho de Douady e
Perrin-Glorian (1989), que definem a area como uma classe de equivaléncia a partir
da funcdo de medida, para evidenciar a mesma area a partir de decomposicao e

composicao, ou medida de figuras planas.

O desenvolvimento dos alunos durante a fase de aplicagcado da sequéncia de
atividades e os resultados obtidos na pesquisa mostra que essa metodologia

contribui muito para promover a evolugao pessoal e intelectual desses alunos.

No inicio da aplicacdo da sequéncia, percebemos que houve um certo
entusiasmo da turma de alunos, tendo em vista a novidade do material e a técnica

utilizada nas quatro atividades iniciais.
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Notamos que durante os desenvolvimentos das primeiras atividades, os
alunos tiveram maior agilidade para resolverem as situagbes propostas, pois, eles
fizeram ligagdes entre as atividades 1 a 5, mobilizando sempre os conhecimentos
construidos anteriormente. A partir destes resultados, a pesquisadora e o professor
puderam verificar que a Dialética Ferramenta-Objeto e o Jogo de Quadros podem

proporcionar aos alunos uma aprendizagem significativa.

Durante o desenvolvimento da sequiéncia didatica percebemos que os alunos
apresentaram maior dificuldade a partir da atividade 5, na qual eles se depararam
com as expressodes algébricas e tiveram que utilizar a linguagem matematica para
interpreta-la. Além desta atividade, eles também mostraram maior dificuldade ao
resolverem as questdes propostas na atividade 7, onde deveriam construir
retdngulos e quadrados utilizando as pegas pedidas. Poucos alunos conseguiram
escrever as expressoes algébricas das figuras construidas, aplicando a propriedade
distributiva. Quando eles passaram a resolver as situagbes propostas para a
atividade 7 complementar, notamos que as dificuldades apresentadas na atividade
anterior n&o ocorreram, pois, diversas duplas conseguiram escrever as expressoes
algébricas equivalentes para as figuras dadas. Este relato nos mostra que, de
alguma forma, os conceitos geométricos trabalhados durante as atividades tiveram
significados e conseguiram auxiliar os aprendizes na construcdo das expressdes
algébricas. Além disso, a mudanga do quadro geométrico para o algébrico ajudou os
alunos na construgédo das expressoes algébricas. Dessa maneira percebe-se que os
alunos mobilizaram os saberes aprendidos para elaborar suas estratégias de
resolucdo para os problemas propostos. Diante dos fatos ocorridos na aplicagao das
atividades citadas anteriormente, devemos refletir a respeito de sua elaboracao e

das falhas ocorridas durante a sua execucgao, levando-nos a repensa-las e assim
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reformulando-as e corrigindo os itens que causaram maior dificuldade na resolugao

dos problemas propostos.

Observamos que, durante as resolugdes das atividades, algumas duplas
ficavam a espera da pesquisadora para receberem outras orientacbes quanto ao
procedimento a ser adotado ou, também, esclarecer algumas duvidas no decorrer do
exercicio. Entretanto, notamos que varios alunos desenvolveram com autonomia as
atividades, procurando resolver sozinhos os problemas propostos e discutindo com o
grupo as solugdes elaboradas. Além disso, estas atividades motivaram os alunos
mais fracos a superarem suas dificuldades e evoluindo tanto no projeto, como
também, na sua aprendizagem dos conceitos matematicos, fato confirmado pelos

resultados, obtidos e relatados pelo professor da turma.

Podemos inferir que esses avangos foram possiveis gragas as atividades
proposta aos procedimentos solicitados na resolucdo do problema. Quanto aos
resultados obtidos nas analises das atividades da sequéncia, podemos considerar,
que a quantidade de acertos por atividade foi muito bom, pois, os alunos atingiram

um nivel de acertos variando de 70% a 80%.

Também, destacamos que por causa do periodo de aplicacdo da sequéncia
ter sido composto por varios feriados nas datas previstas de nossos encontros com a
turma, ndo conseguimos aplicar todas as 12 atividades. Aplicamos nossa sequéncia
até a atividade 9, pois, as demais poderiam ser consideradas complementares. Mas,
acreditamos que nosso projeto nao foi prejudicado, pois, conseguimos verificar

NOsSsos objetivos.

Reconhecemos que o uso da Ferramenta-Objeto, como instrumento principal
para a construcdo do saber matematico, foi essencial, pois, parece ter levado os

alunos a compreensao do conceito de expressao algébrica.
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A construcdo deste saber, também, contou com a utilizagdo de outras
ferramentas, tais como: o processo de decomposi¢do e composi¢cao de figuras, a
equivaléncia de areas, entre outros. A escolha da Mudanca de Quadros facilitou o
desenvolvimento das atividades, pois, levou os alunos a transitarem do quadro
geométrico para o algébrico, do algébrico para o numérico e do numérico para o
geométrico, conforme as situagbes. Essas condigdes contribuiram para a
aprendizagem dos alunos. Por outro lado, as Representagcbes Semidticas
desempenharam sua fungao neste projeto, por meio das representacdes feitas pelos
alunos, dos registros matematicos e das interpretagdes da linguagem matematica,

além das apreensdes destacadas por Duval (1994).

Isso valida nossa hipétese, levantada no inicio deste projeto, de que uma
proposta de ensino-aprendizagem do conceito de expressdes algébricas baseada
em conceitos geométricos e centrada no conceito de area enquanto grandeza pode
auxiliar o professor a criar condigdes favoraveis a aprendizagem pelos alunos do

objeto matematico visado.
Podemos ressaltar que este projeto, também, tem como objetivos finais:

1. Fortalecer o conhecimento e a analise dos critérios de investigacdo em

torno da conexdo Algebra e Geometria;

2. Desenvolver, analisar e avaliar uma proposta de ensino baseada na
Dialética Ferramenta-Objeto e no Jogo de Quadros, que s&o nogdes

desenvolvidas por Régine Douady (1989);

3. Contribuir para que o professor de Matematica valorize a pesquisa por se

tratar de um instrumento util a sua fungao;
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4. Iniciar um processo continuo, por meio do dialogo com os pesquisadores e
professores de Educacdo Matematica, sobre os meios e critérios para a
construcdo de pesquisa sobre os conceitos algébricos, em especial as

expressoes algébricas;

Frente a algumas dificuldades constatadas no decorrer da aplicagdo dessa
sequéncia didatica, € de nosso interesse continuar os estudos sobre a proposta de
se trabalhar o processo de ensino-aprendizagem da Algebra, no caso expressées
algébricas, utilizando-se da Dialética Ferramenta-Objeto e com o Jogo de Quadros,

procurando aperfeicoar os exercicios sob os pontos de vistas didatico e matematico.

Ao final de nossos estudos gostariamos de evidenciar: a necessidade de se
dar mais destaque e importancia aos estudos da Geometria, reservando um espaco
maior na carga horaria do curso, para que o professor consiga trabalhar com mais
argumentagdo e discussdo dos conteudos, como também, elaborar e diversificar

novas estratégias de ensino para a apreensao mais concreta dos alunos.
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ANEXO 1

Ficha de atividade do aluno — Atividade 1: Medida de Superficie

Nome do aluno: n°

Atividade: Com o Kit que o grupo recebeu execute as seguintes tarefas:

1- Recubra a superficie da carteira utilizando as peg¢as do jogo que vocé
recebeu;

2- Registre a quantidade de pecas que serdo necessarias para recobrir a
carteira;

3- Ao finalizar o registro da medida da carteira, compare o resultado obtido

com os resultados dos outros grupos.

Escreva suas respostas no espaco abaixo:
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ANEXO 2

Ficha de atividade do aluno — Atividade 2: Variagio de Area

Nome do aluno: n°

Atividade: Execute as seguintes tarefas:

1- Construir retangulos, cuja altura seja 5 cm em uma malha quadriculada.
2- Apos construir os retangulos na malha quadriculada, complete a uma

tabela com as medidas dos retangulos e calcule as areas destas figuras.

Base (b)(cm) Altura (h)(cm) Area (A)(cm?)
5

ajloajlalon] o O,

3- Compare os retangulos que vocés fizeram. Sao todos iguais?

4- Olhando a tabela a cima, como vocé calculou a area de cada retangulo?

5- Vocé encontrou algum retdngulo que tem area igual?

6- Sendo a area de um retdngulo de altura 5cm igual a 30cm?, qual é a
medida da sua base ?

7- Se a base for 15 cm, qual é a sua area?

8- E se a area fosse 50 cm??

9- Depois de vocé analisar a tabela acima, explique como podemos calcular
a area de qualquer retangulo que tem altura 5 cm ?

10- Olhando a coluna da base o que acontece com a area quando a medida
da base aumenta? E quando diminui? Como vocé pode representar esta
situacao?

Obs: Responda as questoes na folha anexa.
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ANEXO 3

Ficha de atividade do aluno-Atividade 3: Conservaciao de Area, uma relagio

entre as duas dimensoes

Nome do aluno: n°

Atividade:
1. Construa os diferentes retangulos cuja area seja igual a 24 cm>.

2. Registre os resultados na tabela abaixo:

Base (b) (cm) | Altura (h) (cm) Area (cm?)
24
24
24
24
24
24
24
24
24

3. Compare os valores da base e da altura, o que acontece com elas?

4. Se temos uma altura que vale 12cm, qual é o valor da base?

5. Vocé encontrou algum retdngulo com medidas iguais?

6. Como vocé encontrou os valores da base e da altura dos retédngulos?

7. Vocé consegue escrever uma expressao para encontrar os retangulos

com area igual a 24 cm??

Obs: Responda as questées na folha anexa.
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ANEXO 4

Ficha de atividade do aluno — Atividade 4: Diferenciando Perimetro de Area

Nome do aluno: n°

Atividade:

Situagcao-Problema: Mariana quer construir um galinheiro de forma
retangular para suas galinhas usando 50 metros de cerca. Ajude-a encontrar as
varias formas retangulares de maneira que ela possa construir o galinheiro.

(Considerar o fio de arame de 50cm utilizando a escala (1 m corresponde a 1 cm).

Parte A:
1) Utilizando os fios que vocé recebeu, construir cinco retangulos diferentes.
2) Medir as dimensdes dos retangulos utilizando valores inteiros, e registrar

estes valores na tabela abaixo.

Tabela 1
Base (b) Altura(h) b+h C = 2b+2h

3) Completar as outras colunas da tabela 1, utilizando os valores de b
(Comprimento) e h (altura).

4) Calcular os novos valores para completar as outras colunas.

5) Observar o que acontece com os valores da terceira coluna da tabela 1.
Escreva sua concluséao.

6) Se a altura é 15cm, quanto mede a base .

7) Se a base vale 20cm, quanto mede a altura.



342

8) Escreva o calculo que vocé fez para encontrar os valores dos lados do
retangulo.

9) Com a expressao que vocé escreveu no item anterior é possivel calcular
as dimensdes dos outros retangulos?

10)Observar agora a coluna b+h da tabela 1 com a coluna C=2b+2h, é
possivel escrever uma expressado para encontrar os valores da coluna 3,

conhecendo-se os valores da coluna 4? Escreva.

Parte B:
1) Transfira para a tabela abaixo as medidas dos retangulos construidos no
item anterior.

Tabela 2

Base (b) Altura (h) Area

2) O que é area para vocé? Como vocé calcularia as areas das figuras?

w

Se a base € 10 cm e a area 40cm? qual é o valor da altura.

o b

)

)

) Se a altura é 30 e a area é 90 cm?, quanto mede a base.

) Se a altura vale 8cm e a base vale 15cm, quanto mede a area.
)

»

Conhecendo a base e altura que operacdao vocé fez para encontrar a
area?
7) Observando os calculos que vocé fez para completar a tabela 2. Escreva

uma férmula geral para encontrar a area.

Obs: Responda as questées na folha anexa.
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ANEXO 5

Ficha de atividade do aluno — Atividade 5 — Trabalhando com Variaveis

Nome do aluno: n°

Atividades:

1) Dado um segmento de comprimento C. Procure expressar C como soma

dos segmentos dados.

2) Desenhe um segmento em seu caderno cuja medida seja 10cm. Imagine
que este segmento é um fio de arame que deve ser dividido em duas
partes, uma parte de medida x e outra de medida y. Atribua a X e a Y os
valores determinados na tabela abaixo.

X(cm) Y(cm) 2X 10- X ) & X+Y XeY

1,5
2,5
3
5
6
8,5




Depois que vocé completou a tabela, responda:

a) O que aconteceu com os valores de x, ey ?
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b) Como podemos conseguir novamente o tamanho do comprimento do

fio?Escreva uma expressao.

c) Como vocé calculou o valor x*?

d) E como vocé calculou o valor 2x? Comparando com a expressao anterior,

elas sao diferentes?

e) Determine os novos resultados das expressdes abaixo utilizando os

valores de x e y da tabela anterior:

2x+x 2x+3y 4 x? 3 xy

5x - 3y

3) Atividade complementar: Escreva as seguintes sentencas’algébricas:

Um numero inteiro qualquer

O dobro desse numero

O triplo desse numero

Um numero elevado ao quadrado

A soma de dois numeros quaisquer

~ 0o o 0 T p

O dobro de um numero somado com o triplo do outro

A diferenca entre os dois numeros quaisquer

= Q@

O produto entre dois numeros

" Esta atividade complementar baseada em Antonio José Lopes Bigode- Colegdo: Matematica, Hoje

¢ feita assim -vol.3(72série),2000-FTD- S&o Paulo-SP
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ANEXO 6

Ficha de atividade do aluno — Atividade 6 — Decomposi¢cao da Cruz-Equivaléncia

de Area

Nome do aluno: n°

Atividade de Equicomposigdo de Area — Transformar a Cruz em um poligono.

Com as cruzes desenhadas na folha que vocés acabam de receber, escolham
uma delas e procure construir a figura pedida. Em seguida,responda as questdes de

1 a 4, antes de fazer a atividade 5

1) Decomponha a cruz em partes e componha essas partes a fim de obter

um quadrado.
2) Mostre através do desenho, como vocé fez.

3) Com o desenho da outra cruz que é igual a primeira. Procure calcular o

valor da area do quadrado.

4) Quanto vale a area da cruz?E a area do quadrado € igual ou diferente da

cruz?

5) Pensando na decomposi¢ao da cruz em partes, observe a figura abaixo e

responda:
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Fig.2

a) Compare a area do retangulo formado com a area da cruz. Elas séo

iguais? Registre suas observacgoes.

b) Comparando o retdngulo do desenho acima com o quadrado

construido. As areas sao iguais? Por qué?

Obs: Responda as questdes na folha anexa.
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Ficha de atividade do aluno — Atividade de Fixacdo de Equivaléncia de Area

Nome do aluno:

nO

Atividade de Fixagdo: Jogo do Desafio: Vocé consegue construir as figuras

pedidas, utilizando todas as pe¢as do jogo?

1)

Com o Kit de pecas que vocé acaba de receber, execute as seguintes

tarefas:

Procure construir um quadrado utilizando todas as pecas recebidas.
Desenhe a figura formada.

Determine a area do quadrado e escreva sua expressao.

Pensando agora na figura do retangulo, vocé consegue construi-lo
utilizando todas as pecgas? Desenhe a figura formada.

Comparando a area do quadrado com a area do retangulo, qual € a
maior?

Podemos dizer que o quadrado e o retangulo sao figuras
equivalentes, por qué?

Verifique se € possivel construirmos uma cruz semelhante ao do
exercicio anterior, na qual sua area seja equivalente ao quadrado e

ao retangulo construidos nos itens anteriores.

Obs: Responda as questées na folha anexa.
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Folha anexa: Com as figuras das Cruzes para serem decompostas

1) Figura A para decompor a Cruz em Quadrado

Figura A

Figura B. Para calcular a area do Quadrado

Figura B
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Ficha de atividade do aluno — Atividade de Fixacdo de Equivaléncia de Area

Nome do aluno:

Atividade de Fixagao: Jogo do Desafio: Vocé consegue construir as figuras

pedidas, utilizando todas as pegas do jogo?

1)

Com o Kit de pegas que vocé acaba de receber, execute as seguintes

tarefas:

a)

b)

d)

f)

Procure construir um quadrado utilizando todas as pecas recebidas.
Desenhe a figura formada.

Determine a area do quadrado e escreva sua expressao.

Pensando agora na figura do retangulo, vocé consegue construi-lo
utilizando todas as pegas? Desenhe a figura formada.

Comparando a area do quadrado com a area do retangulo, qual é a
maior?

Podemos dizer que o quadrado e o retangulo sao figuras
equivalentes, por qué?

Verifigue se € possivel construirmos uma cruz semelhante ao do
exercicio anterior, na qual sua area seja equivalente ao quadrado e

ao retangulo construidos nos itens anteriores.

Obs: Responda as questées na folha anexa.
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ANEXO 7

Ficha de atividade do aluno — Atividade 7: Construindo Retangulos Aplicando a

Propriedade Distributiva

Nome do aluno: n°

Atividade 7: Com o kit que vocé recebeu desenvolva as seguintes tarefas:

1)

Construa dois novos retangulos utilizando:

a) 2 pecgas;
b) 3 pegas;
c) 4 pecas.
2) Desenhe os novos retangulos na folha quadriculada e calcule suas areas.
3) Registre em seu caderno como vocé calculou as areas das figuras.
4) Construa alguns quadrados com as pecas 3 x 3,3 x4,4x3,4x4e
desenhe as figuras formadas em seu caderno.
5) Utilizando as pecas 5 x 6, 6 x 6, 6 x 5, 5 x 5, procure construir novos
quadrados. Desenhe pelo menos trés em seu caderno.
6) Com os quadrados construidos nos item 5, complete as tabelas a seguir:
Tabela 1
a b h (ax h) (b x h) Area total
Tabela 2

(a+b) h Area total = (a+b)x h




351

Observando a tabela 1 responda:

a)
b)

c)

d)

7)

8)

9)

O que acontece com os valores da a, b, e h? Algum deles é constante?
Como podemos calcular a area da figura formada? Registre seus calculos.
Compare as tabelas 1 e 2, observando os valores das areas.Elas séo
iguais? Como foram calculadas?

Verifique se é verdadeira a igualdade entre as expressdes : (a+b).h =a.h +
b.h. atribuindo as letras a, b, h valores numeéricos inteiros. Podemos
afirmar que elas sao equivalentes?

Compare se existe a equivaléncia entre as seguintes expressoes:

e.1) 5(a@a+2b)=5a+ 10b

e2) (3a+2b)d=7a+6b

el3) 3(a+5b)=3a+15b

e.d4) z(2x+3y)=2xz + 3zy

Componha um retangulo 3 x 9 utilizando duas pecas. e complete a
sentenca abaixo:

3x9= +

Utilizando trés pecgas 5x9 construa um retangulo e escreva sua sentencga.

Construa um retangulo com duas pegas 4x12.

10)Compare agora as sentencgas escritas nos itens 7, 8, 9 com a maneira que

foram calculadas as areas das figuras na tabela 1. Registre suas

observacgoes.
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Ficha de atividade do Aluno — Complementar da Atividade 7

Nome do aluno: n°

1) Escreva as expressdes algébricas que representam as areas das figuras' abaixo:

a
a)
v I
3
b)
b 2
—r—>
X
c) 5 m

A
\4
A
v

' Atividade baseada em Antonio Jose Lopes Bigode, Colegédo: Matematica:Hoje é feita assim-

vol.3(72 série)-2000- FTD - Sao Paulo-SP
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A
\4
A
v

f)




g) a b
a
b
h) 3x 5
 — e —r
2
X

i)

3XI

354
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2) Construa os retangulos cujas areas sao :(Considerando 0,5 cm como unidade
de medida)

a)(x+5).(y+3) b)(x+8).(b+3) c)2x.(83x+4) d)3y.(2x +7) e) 4x.(2x +y)
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ANEXO 8

Ficha de atividade do aluno - Atividade 8 — Determinagdo da Area por

Decomposicao — Jogo dos Cartoes

Nome do aluno: n°

Atividade 8: Jogos dos Cartoes
Com o par de cartdes (contendo figuras diferentes) que vocés receberam,

vamos calcular as areas e compara-las segundo as ordens abaixo.

1) Observe a figura colorida do seu cartdo e determine sua area,

registrando seus calculos .

2) Mostre seu cartdo e o resultado encontrado para o seu parceiro,
compare os resultados encontrados para as duas figuras.

3) Unindo-se as duas figuras coloridas contidas nos cartbes € possivel
construir uma nova figura?

4) Preencha a tabela abaixo com os dados dos itens anteriores:

Area 1 (cartio 1) | Area2(cartio2) | Area1+ Area2 Base x Altura

5) Analisando os dados da tabela preenchida acima, compare as areas das
figuras dos cartbes com a area da nova figura formada. Registre a suas
observacoes.

6) Escreva expressdes que determinam os valores das areas das figuras
formadas.

7) Com as expressdes que vocé escreveu compare elas com a expressao

para o calculo de area de retangulos (A= b x h). Elas s&o equivalentes?
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ANEXO 9

Ficha de atividade do aluno — Atividade 9: Construcao de diferentes retangulos

utilizando Pentaminés

Nome do aluno: n°

Atividade 9: Construa os retangulos utilizando as pecas do pentamind, e desenhe

na folha anexa.

1) Trés retdngulos utilizando duas pegas.Quais sdo as pecgas que unidas nao

2)
3)

formam retangulos?

Quatro retadngulos com trés pecas;

Dois retangulos com quatro pegas;

a)

b)

c)

d)

Determine as areas das figuras formadas.Quais foram os valores
encontrados?

Escreva as expressdes numéricas que determinam as areas de cada
uma das figuras.

Compare a expressao geral da area A= b x h, que determina a area do
retdngulo, com as expressdes escritas para encontrar o valor da area
dos retangulos formados com as pegas.

Pensando na expressao n x k, que valor numeérico é atribuido a k?

Se pensarmos em construir novas pecgas para formarem retangulos
utilizando os valores de k = 6 e k= 7. Sera que vocé consegue
desenhar as pegas para o hexaminé e heptamin? E possivel formar
retdngulos com elas? Facga trés representacdes utilizando essas novas
pecas.

Escreva as novas expressdes algébricas para as areas dos retangulos

construidos com as novas pegas.

Obs: Fazer os desenhos na folha anexa.
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ANEXO 10

Atividade 10 — Decomposi¢ao da Cruz — Utilizando a propriedade distributiva,

para a construcao de expressoes algébricas

Atividade 10: Construindo Expressoes Algébricas diferentes
Com o retangulo que vocé acaba de receber realize as seguintes tarefas:

1) Construa uma Cruz como a figura abaixo atribuindo os seguintes valores para x e y:

A
v

Conforme a cor do retangulo recebido, desenhe a cruz no seu interior:
a) x=4cmey=3cm para o retangulo azul;
b) x=4 cm ey =6 cm para o retdngulo vermelho;
c) x=5cmey=2cm para o retdngulo amarelo;
d) x=5cmey=4cm para o retangulo verde;

e) x=6 cmey=3cm para o retangulo laranja



2) Calcule a area total da cruz construida.
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3) Escreva as expressdes algébricas que determinam a area da cruz. Quantas vocé

encontrou? Elas s&o equivalentes?

Escreva as expressodes algébricas;

9) Calcule os seus valores numéricos;

Qual foi o valor encontrado para a area da Cruz?

Determine agora a area do retangulo recebido.

Como podemos determinar os perimetros da Cruz e do Retangulo .

6) Escreva as expressoes algébricas correspondentes a area do retangulo recebido.

10) Escolha trés valores atribuidos para x e y, dados no item 1 desta atividade e

calcule os valores das expressdes algébricas dadas a seguir:

Tabela 1

Valor de X Valor de Y 2xy + 3xy

12 x - 4y

6.(x+y)

(x+1)

(x+2) .(x -2)

(x +y). (x-y)

(x+y)

2x? + 2y?

Obs: Responder as questées na folha anexa.
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Ficha do aluno — Atividade Complementar da atividade 10

Nome do aluno: n°

1) Determine os valores numéricos das expressodes algébricas da tabela dada a

seguir. Escolhendo valores a x e y variando entre 1 a 8.

X

y 5.(x+y) 4x + 3y 6xy+ 2y 2x? 7.(xy)+ 4y

10x> (y +3) | (x+2).(y+3) | 3x2-—8y? 9 x2y?

2) Determine os valores pedidos:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

Seatb=4,entdoa+ b+ c=15, quanto vale ¢

Se x =15 ey = 3.entdo qual é o valor da expressao 2.(x+y)

Se m =4 e z =6, entdo qual é o valor de 7mz

Se x =8 e y =3, entdo qual é o valor de (3x + 6y)

Se a= 5, entdo qual € o valor de (a+ 2)?

Se t=7, entdo qual é valor de (t-4) .(t+ 4)

Se h=9, entdo qual é o valor de 2h?

Se v= 12, entdo qual é o valor de 2v

Se w =45, entdo qual € o valor de (2 w - 5)

Se m= 23 e n= 12, entdo quanto vale 2m
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ANEXO 11

Ficha de atividade do aluno — Atividade 11: Produto Notavel

Nome do aluno: n°

Atividade 11: Produto Notavel
Com o quadrado que vocé acabou de receber, execute os seguintes procedimentos:
1) Escolha um valor inteiro entre 4cm a 8cm, marque este valor em um dos
lados do quadrado.Trace um segmento que divida a figura. Aguarde as
instrugdes de seu professor para terminar a dobradura.
2) Quantas figuras foram formadas? e quais séo elas?
3) Calcule as areas das figuras formadas e transfira os valores encontrados

para a tabela 1.

Tabela 1
a2 2a.b b2 Area Total

4) Calcule a area da figura total utilizando as expressdes da tabela 2

Tabela 2

(a+b) (a+b)

5) Observe as tabelas 1 e 2 e responda:

a) Como vocé determinou a area total da tabela 1?7 Explique

b) Escreva a expresséo que representa a area total da tabela 1.

c) Observando a tabela 2, o que representa a expressao (a+b)?

d) Como vocé determinou a area da figura maior. Escreva sua
expressao.

e) O que representa a expressao (a+b)? ?
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Tabela 3
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Compare as expressodes obtidas para o calculo das areas totais da tabela
1 e tabela 2. Elas sao equivalentes ? Explique sua resposta.
Completa as tabelas 3, 4 com os resultados obtidos na discussao do

professor e seus colegas.

Resultados a2 2 ab b? Area Total

Dupla1

Dupla 2

Dupla 3

Dupla 4

Dupla 5

Dupla 6

Dupla 7

Tabela 4

Resultados (a+b) (a+b)? Area Total

Dupla1

Dupla 2

Dupla 3

Dupla 4

Dupla 5

Dupla 6

Dupla 7

Analisando agora o seu resultado com os dos seus colegas, responda:

a.
b.

C.

Podemos considerar a e b como variaveis?

O que representam os valores a e b para encontrar as areas das figuras?
Se os valores de a e b forem iguais como podemos escrever as
expressoes encontradas?

Utilize os valores de a e b que vocé marcou no seu quadrado e calcule a?
+ b%. Esta expresséo é equivalente a (a+b)??

O que representa a®> + b2 ?

Calcule a expressao (2 a +2 b)% Ela é equivalente a (a + b)??

Obs: Responder as questoes na folha anexa.
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Atividade Complementar de Produto Notavel

Nome do aluno: n°

1) Como podemos representar as seguintes expressdes algébricas através
de desenhos:
a) (a+7).(a-7), paraa>7
b) (@+3).(@a—3),paraa=3 ea # -3
c) (@a-2).(a-2), paraa>2
d) (4 +b).(4-b), parab>4
e) (5+b). (5+b), parab>5
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ANEXO 12

Atividade 12 - Construindo expressdes algébricas equivalentes para a

determinagio da area.™

Atividade 12: Atividades de Equivaléncia de Area

A seguinte situagao foi proposta aos alunos no intuito de construir expressdes
algébricas equivalentes.

1) Para cada uma das figuras abaixo escreva trés expressdes algébricas

correspondentes a sua area.’

c)

! Atividade baseada em Antonio José Lopes Bigode — Colecao :Matematica, Hoje é feita assim. vol.
3(72série)-2000-FTD- Sao Paulo-SP
°  Atividade baseada em Antonio Jose Lopes Bigode, Colegéo : Matematica:Hoje é feita assim - vol.3
(7@ série)-2000-FTD- Sao Paulo-SP
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10

A

v

A

v

e)
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f)
y —
9)
6
v
B —
6

2) Com as expressodes algébricas que vocé escreveu para determinar a area
de cada figura verifique se elas sdo equivalentes.

c) Escolha valores inteiros variando de 1 a 10, e encontre os valores
numeéricos de cada expressao. Os resultados encontrados foram iguais?
d) Podemos considerar estas expressdes equivalentes?

3) Preencha as partes incompletas das figuras dadas: utilizando retangulos e
quadrados, e escreva as novas expressoes formadas para determinar as
areas das figuras.

a) Compare as expressdes que vocé obteve no item 1, com as
expressbes que vocé escreveu para o item 2 na folha anexa e
responda: Elas sao equivalentes?

4) Calcule agora os valores das areas das figuras formadas.
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Protocolos dos alunos. Atividade 1 — Medida de Superficie

Atividades Com ¢ Kit que o grupo recebeu execule as ssguintes tarefns:

1) Recubra a superficic da carteira utilizando as pogs do jogo que vood recebeuw;
2) Registre a quantidsde de pegas que serio necessirias para rocobrir o carteir:
3) Ao finalizar o regisiro da medida da canteira, compare 0 resultado obuide com os

resullados dos oulros grupos.

Escresa suas re las no espagd abaixo:
e bxhs

bake= N qeodnedes, 5 quodrnodey = 1Y% = AC3=88 quadrodes

%ﬂi - 3 —
8 jﬁ% iy
p:ia - m Q‘-&lﬁl
e.=143 -M&vmﬂ
¢ 89 unbade
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Protocolos dos alunos: Atividade 2 — Variagido de Area

Ficha de atividade do alune —Atividade 2: Variacdo de Area

i g
o

Nome o I N f f'ﬂ&%»"{‘\;“&g f \M,%rsi}@( vt 15 18 ¥

Atividade: Execule as seguintes tarefas:

i~ Construir retAngulos, cuja altuea seja 3 cm e ums malha quadricuiada,

2+ Apds construir os retinguios na malha gquadriculady, complete 2 wna tabeln

com as medidas dos retdngulos ¢ calenle ag dreas destas fleenas.

Bage {b)(em) Altara (h)(em) Ares (ANem™)
é f L0 tpt
3 ‘ {§ G*?m
& 30 w
| } 5 Cm B
a} ‘ 4‘5 |
é} . Yo L, o

3. Compare o8 1 L!d[‘bu!(\‘) quc \L"\.Ls fizeram. Sio todos i ? W
4- Oihandd a tabela com(‘ VO %@g{u o maa ret*\Mww
W\é&%

: S& ﬁ
3+ Voed dhgontrou bloum L[‘éngl o quc, e Z{E.Ld i l?

6 ‘amz;"z area ¢ ‘*L!e ki u,t%m;,t, lo de a.%m 5(.m igual 4 J(er A qu&l ¢ a medida
dasnsbuse? § w f:‘}ﬁr,g & ?05 7o

7 Sea base for 15 cm, yual € a Sua drea? e

8- E se s area fosse 50 em™? aPg >
§ 55¢ 2 ,p‘_‘gxsng s{}*guﬁ %C)Cm‘ﬁ"
9. Depois de vocd analisar a tabela acima, explique como podemos caloular a

drea de qualquer retingulo que rem altura Sem 7 A S wBot=5dege.2
10~ Olhando a coluna da base o que scontece com a drea quande a medida da
ase  aumenda? £ guande diminu? Como vocd pode representar esta
simecio?  AUME NTH A ?{? 1> @‘;‘,ﬁ:ﬁr?\g Do
Obs: Responda as questdes na folha anexa. p
f’ g DIMiNG f FREA

&

pih FNATE

Seml
59 PG om® Tl &

LN




369

Protocolos dos alunos: Atividade 7 complementar: Construindo Retangulos

Ficha de atividade do Aluno ~-Complementar da Atividade 7

e . .
Nome do alune: | Seasadag £ gm {ﬁm n“gﬂﬁjg&é

I)iscrova as expressOes algébricas que representam as areas das ﬁgurasl

a} a

F * |
Y l m«{véfﬂ?}r,&
1 23A aNE3 A
by
PR R
{}\_4*3;}:, )(*;&
x ok 2P t;_}i”*”;éa?*::j{i'
S.X = A
<)
& 5 - m
(5ewi). (1t A
; L. 585 wr o b &‘5~§:%‘}Yﬂs§”ﬁ‘ﬁ

U Atividade hasenda em Antonio Jose Lopes Bigode, Colegdn :Matematica:Huoje € feita assim- vol 3(7 série}-
Z000-FTD- S#o Paulo-SP
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bt y +2 ;
Iy +243x) . dn= »‘g_

I ¥ 2. g}x 4 :5:“ L P w »A
3x

2} Construa os retdngulos cujas areas ((Considerando 0,5 cm come unidade de medida)

A{x 153 . (y+3} bI{x+8) (b+3) cIZx(Gx+4) &Iv.Cx+7) e) 4x.(2%x bt y)
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Protocolo dos alunos: Registros e Representagoes Atividade 2 e Atividade 7
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Representacgoes da atividade 2
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: g 3+ 8), (348 ) -3.3= 136
§.3+ 1.4+ 8.9=0%0

Representagcdes numéricas das expressoées
Algébricas Equivalentes — atividade 7
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Protocolo dos alunos: Atividade 9 — Pentamindés — Decomposi¢cao e Composigcao

de Area

s o s 5 b .k s 0 g
Numd«alm;mm?k&ﬂn.r}ﬁ;hﬁj_ "’ﬂ&.jﬁ;}}) Wl‘l A, J;W.L.-E 4.5 = il

Atividade %: Construn 0s retingubos wilizando as pegas do pealamiod, ¢ desenhie na

folha anexa. ’ -“"‘
IfTrés retinguks wilizando duss peasQuais sBo as pegas que midss o EI! )
fiormasin relEogulos? K -
y0netro retingulos com iris pogass it [I:I- 5 M‘z 0 F-Lfﬁ‘d. Sﬂ'rm
’ 3305 retfigulos com quatn pegas: ?IL 5 ] l =1 E]

#) Determine as dreas das fiyurss formadas. Cuais foren os valores enconirados?
by Pserova s expressbes muméricas que detenuinam as dness de cada unia das

i : . W b oliganhes g B Ll T

¢} Compare a expressho peral da drea A= b x b, que determing a drea do retingule.
com Bs expressies eserilas pard eoontrar o valor da érea des retingulos W
formadis com 28 prgas.
d) Pensandn na expressdo n 5 k, que valor nundrico € aiibuldoa k?
<) S pensamos em consils Rovis as fers omagent etgules wilizndo o5 f‘jw Ak .;iu._n. b ra=da
valores de k = 6 ¢ k=], Serd que wek consegue  desenhar &5 pegas pa o (" m _{r & Il.ul
3 &

henamind ¢ hepamind? B possivel fonmar relingules com chas? Faga tris

representagles ulilizando essas novas pegas.
f) Bscreva as novas cxprossiios alpéhricas parg as dreas dos redingudos construidos r-'ﬁ = lP: id :;_ ‘ l = ?;?_
COM 05 ROVES PYaS j
(Dls: Fazer o ddeserhos ng folls suexs G H!E _'L'I E F [ -lt' x N‘r

i“'w {1.*(1'1 41&‘: o) ;_—73 WQL

R

*t}wan ath E|J~@-£ & ;L_ W
&*‘g‘n\@ r\.&r‘ ;ﬂgu,b,,l\-b'l' ‘-PWQ\
W ax ) et 8s3245 fu}»,uw i
Wuﬁh i.n.»*’ 5:32 {5 W
Yo 1, X0 ﬂm;l 3745 Jugrmj
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Representagdes e registros de retdngulos da Representacgao das figuras e calculo das

atividade 9 areas da atividade 9



Ficha de_atividade do_aluno-Atividade 9: Ci diferentes reti
utilizando Pentaminds

Nome do aluno: _Aumasela. [+ astite w4

ividade 9: Construa os retingulos wilizando as peas do p ind, & desenhe na

folha anexi.

1)Teés retingulos ulilizando duss pogas.Quais sdo s pecas que unidas nio
formam retingulos?
2)Quatro retdngulos com 1rés pegas;
3)Dois retingulos com quatro pegas;
a) Determine as dreas das figuras formadas. Quais foram o5 valores enconlrados?
Eri as dreas de cada uma das

b) Escreva as exp que d
figuras.

¢) Compare a expressdo geral da drea A= b x h, que determina a drea do retingulo,
com 8s expressdes escrilas para encontrar o valor da drea dos retingulos
formados com as pegas.

d) Pensando na exp n % k, que valor numérico € atribuido a k?

€} Sepemm:mwnﬂmirmmmfmmuﬂngﬂnsmilhmﬂuw
valores de k = 6 ¢ k= 7. Serd que vocd consegue desenhar as pegas para o
hexaming ¢ heplaming? [ possivel formar retingulos com clas? Faga trés
representagiies ulilizando essas novas pegas.

) Escreva as novas expressbes algébricas para as direas dos retiingulos consiruidos

COIM 45 NOVES PeFas.

Obs: Fazer os desenhos na folha anexa

-
ez

oyTlag Joomenn nda -n%ufst

ﬂ_ .
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Representagao das figuras e calculo das areas da atividade 9



